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Geometrie, MATH-120

Série 4

Exercice 1. Lesquelles de ces matrices sont des matrices d’isometries. Pour celles
qui le sont, lesquelles sont speciales ou non-speciales.

2/5 —=3/5 3/5 4/5 3/5 —4/5 3/5 4/5 —3/5 4/5

3/5 2/5 )7 \4/5 3/5) \4/5 3/5 —-4/5 3/5)7 \ 4/5 3/5
Exercice 2. Soient @ et ¥ deux vecteurs non-nuls et perpendiculaires. On a defini
dans la series 2 une isometrie lineaire
(u, 0)

5.
(v, 0)

symg : W — W — 2

1. Ecrire la matrice de sym; dans la base canonique en fonction des coordonnees
de 7.

2. Verifie que cette matrice a bien la forme d’une matrice orthogonale comme
decrite dans le cours. Est-ce une isometrie speciale ou non ?

Exercice 3. Soit 0g la symetrie orthogonale par rapport a la droite d’equation
2x 4+ 3y = 0.

1. Donner un vecteur non-nul, a coordonnees entieres premieres entre elles et per-
pendiculaire a cette droite.

2. Montrer que og( peut s’ecrire sous la forme

(), 0)

(v, 0)

00 : W — op(W) =W — 2 v
avec ¥ un vecteur non-nul convenable (¥ n’est pas forcement unique)

3. Ecrire la matrice M,, de 'application lineaire oy dans la base canonique. Que
vaut My, X M,,.

4. Soit 0 = t(23)000 : montrer que c’est une isometrie (affine). Quelle est sa partie
lineaire ?
5. Montrer que si on pose P = (z,y) et (X,Y) = o(P) alors on a
X =a+axr+by
Y=0F+cr+dy

avec «, [3,a,b, c,d des reels convenables.



6. Quel est I'ensemble des points fixes de o (ie. 'ensemble des P € R? verifiant
o(P) = P?) Comment s’appelle I'isometrie o ?

Exercice 4. Soit ¢ : R? — R? une application lineaire.

1. Montrer qu’il existe une unique application lineaire ¢* : R? — R? telle que
Vi, 7 € R?, {p(@),v) = (i, ¢*(7)).

Pour ce faire, on supposera qu’une telle application existe et on calculera les
coefficients des images ¢*(e1), p*(e2) dans la base canonique By = (e, es).
L’application ¢* est appelle 'adjoint de ¢

2. Au vu de la formule d’adjonction, que vaut ¢* si ¢ est une isometrie lineaire ?

En utilisant la definition de ’adjoint (en particulier 'unicite), montrer que
(p+)" =¢" +¢7, (podh)" =9 o™, (M) =Xd¢", (¢7) =0
et que si p € GL(R?) alors ¢* € GL(R?) et que
() = ()7,
4. Soit M, la matrice de ¢ dans la base canonique, montrer que
M ="M,.

5. Montrer de deux manieres differentes les relations suivantes entre deux matrices
M, N € M3(R) et leurs transposees.

M+ N)="M+'N, (M.N)="NM, (A\M)=\M, (‘M)=M
et si M est inversible (ie. il existe une matrice N telle que M.N = N.M = Idy)
t(M—l) — (tM)_l.

6. Montrer que det("M) = det(M).



