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Exercice 5.1. Dans cet exercice, on s'intéresse aux matrices de rang exactement r.

(a) Montrer que l'ensemble des matrices 2×2 de rang 1 est une sous-variété de dimension 3 de R4 =M2(R).

(b) Montrer que l'ensemble des matrices n×m de rang r est une sous-variété de codimension (n−r)(m−r).

Indication: Quitte à appliquer une suite de di�éomorphismes dans Mn×m(R), une matrice A de rang r
peut toujours s'écrire sous la forme

A =

(
X Y
Z T

)
,

avec X ∈ Mr×r(R) une matrice inversible, et Y ∈ Mr×(m−r)(R), Z ∈ M(n−r)×r(R) et �nalement T ∈
M(n−r)×(m−r)(R). A partir de cette forme, montrer que rang(A) = r si et seulement si T −ZX−1Y = 0

Exercice 5.2. a) On note u, v les coordoonées dans R2 et x, y, z les coordoonées dans R3. Montrer qu'une

application f : U ⊂ R2 → R3 de classe C1 est une immersion si et seulement si

∂f

∂u
× ∂f

∂v
6= 0

pour tout (u, v) ∈ U où × désigne le produit vectoriel dans R3.

b) Véri�er que l'application f : [0, 2π]× [−1, 1]→ R3 dé�nie par

f(u, v) =
(
2 cos(u) + v cos(u) cos (u

2
) , 2 sinu+ v cos(u) cos (u

2
) , v sin (u

2
)
)

est une immersion (une application dé�nie sur un fermé de Rm est une immersion si c'est la restriction d'une

immersion dé�nie sur un voisinage de ce fermé).

c) Prouver que l'image de S = f([0, 2π]× [−1, 1]) est une variété.

d) Montrer que S est homéomorphe au ruban de Möbius.

Indication. Pour chaque v ∈ [−1, 1] identi�er la courbe u 7→ f(u, v) puis pour chaque u ∈ [0, 2π] identi�er la

courbe v 7→ f(u, v).

Exercice 5.3. Montrer que les espaces Bn
et In = [0, 1]n sont homéomorphes.

Exercice 5.4. Soient U, V deux ouverts de

Hn
= {x ∈ Rn

∣∣xn ≥ 0}

(pour la topologie relative) et f : U → V un homéomorphisme. Alors f(U ∩ ∂Hn) ⊂ ∂Hn.

Exercice 5.5. Soient M et N deux variétés topologiques à bord de dimension m et n respectivement.

Montrer que M × N est une variété topologique. Trouver sa dimension et déterminer son bord ∂(M × N)
(proposer d'abord un exemple).

Exercice 5.6. Un espace non séparé localement homéomorphe à R.

Soit X la droite réelle avec l'origine dédoublée, c'est à dire X = Rq{α}. Les ouverts de X sont les réunions

d'ouverts de R et d'ensembles de la forme U \ {0} ∪ {α} avec U un voisinage ouvert de 0 dans R. Véri�er

que l'on a bien dé�ni une topologie sur X, que tout point de X est contenu dans un ouvert homéomorphe à

R mais que cette topologie n'est pas séparée.

Exercice 5.7. Trouver un exemple de variété topologique pour laquelle la frontière et le bord ne coïncident

pas.


