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Geometrie I, MATH-120

Solution série 3

Exercice 1. 1. On suppose que ¢ présérve les longueurs, i.e. ||¢p(@)|| = ||@]|| pour
tout @ € R? et on montre qu'il s’agit d'une isométrie. Soient P, (Q deux points
de R?; on a puisque ¢ est linéaire

d($(Q),d(P)) = [|6(Q) — o(P)|| = [|6(PQ)|| = ||PQ]| = d(P, Q).

2. On note €1, é; la base canonique et on suppose que (¢(€1), @(€2)) est une base
orthonormée de R2. Par le point 1, il suffit de montrer que ¢ préserve la norme.
Soit @ = A€ + €y de manicre aavoir ||i||* = A\? + p?. D’autre part, puisque les
vecteurs ¢(€7) et ¢(€) sont orthogonaux et ont norme 1, on trouve

l6@@)|* = [IAé(e1) + uo(@)I]* = N[|o(EDI + p*[lo(E)|* = A* + .

3. SiB=( ﬁ, j‘é) est une base orthonormée, alors 'application linéaire ¢ définie
par ¢(€;) = f; envoit By sur B et satisfait la condition du point 2; il s’agit donc
bien d’une isométrie.

4. Cest évident.

Exercice 4. 1. Soit G = Bar(P,A) et on montre que ¢(G) est bien le barycentre

de ¢(P),A. Il nous suffit pour cela d’utiliser le critére 1. de I'exo 3 ainsi que
I'exo 2 :

Z)\Zﬁ Z)\ngoGP <Z)\GP>—<,00() i

comme souhaité.

2. On considére ici une application ¢ : R? — R? qui présérve les barycentres et on
montre que celle-ci est affine. Remarquons que si 'on montre que v := t_ )0
(qui satisfait ¢(0) = 0) est linéaire, alors on aura montré que ¢ est affine car
© =ty o . Notons juste que 1) préserve aussi les barycentres.

Montrons donc que 1) est linéaire : Soient P,Q € R? et A\, € R et on veut
montrer que (AP + pQ) = Mp(P) + p(Q). On définit pour cela

P:{P7Q70} ) A:{)\,,u,l—)\—,u}
Puisque 9 préserve les barycentres on trouve

PY(AP+uQ) = ¢ (Bar(P, A)) = Bar(y(P), A) = Mp(P)+up(Q)+(1 — X — u)(0) .

~~
=0




3. On suppose maintenant que v préseérve les barycentres de poids positifs ou nuls
et montre que cela suffit & dire que ¥ est linéaire. On commence par montrer
que ) satisfait les deux propriétés suivantes :

(—P) = —(P) et Y(AP) = Mb(P) ¥ A = 0. (0.1)

Supposons que (0.1) soit vrai et soient P,Q € R? A\, € R. On écrit

B By on |l som
PP+ pQ) =9 (—|A|+|M|(IAI+|M> g (A)P+—|A|+|M|(|AI+IMI) g (M)Q)7

avec sgn(A) = £1 le signe de A\. On peut maintenant choisir
P = {(Al + [ul)sen(\) P =: P, (A + [u))sen(p)Q =: Q}

avec poinds respectifs (qui sont bien positifs ou nuls)

T
N+ Tl T+ T

Ainsi par présérvation des barycentres positifs, on trouve

_ 5 |1 5

Or par (0.1),

Y(P) = sgn(A)(|A] + [u) e (P) et ¥(Q) = sgn(p) (1A + [u])¥(Q),

d’ou le résultat.
I1 nous suffit alors de prouver (0.1). La premiére identité s’obtient en prenant
P = {P,—P} avec poids A = {1/2,1/2}. Pour la deuxiéme, on prends P =
{P,0} et A={\1—-A}si0<A<1 SiA>1,ilsuffit de choisir P = {AP,0}
avec poids A = {1/, 1 —1/A}.

4. On commence juste par montrer que si g est linéaire et t est une translation,
alors @ ot est affine. En effet, si P = ¢(0), alors

Spoot:tsOo(P)ot—%(P)o(pgot

et il est tres facile de vérifier que t_,(py o g ot est linéaire.

Montrons maintenant que Aff(R?) est un sous-groupe. On commence par la
stabilité par passage a l'inversion : Soit ¢ = t o ¢y une transformation affine.
Alors o1 = ¢y Lo ¢! qui est affine par ce qui a été dit plus haut.

On montre maintenant la stabilité par produit. Si ¢ =t o @ et » = t' 0 1)y sont
deux transformations affines, alors

pot)=topyot oy.



La partie ¢g o t’ est affine, donc de la forme t” o ¢f, avec ¢ linéaire. Ainsi on
trouve

poi = (tot")o (pyo )

qui est bien une transformation affine.

Exercice 5. 1. Soit ¢ = kl = k'l deux écritures de g. Alors 'l "t = K~k €
KnNL={eg}. D'on

Nt =kK"'"k=eq=1=letk=F.

2. Montrons que I'application G — L, g — [, est un morphisme de groupes sur-
jectif. La surjectivité est clair. Pour montrer que c’est un morphisme, on prend
g=kyl, et ¢ =kyly. On a ensuite

99" = kylgkgly = kolokgl yly

avec lgkg/l;1 € K car K est distingué dans G. Ceci montre que [y = l4l,. Le
fait que le noyau soit K est completement évident : pour g = kyl, on a l; = eq
si et seulement si g € K.

3. A été fait au point 2.

Tout groupe de la forme G x H avec GG, H abélien est le produit semi-direct
G x H.

5. Soient T le sous-groupe des translations et GL(IR?) le sous-groupe des transfor-
mations linéaires. Il est facile de voir que TGL(R?) = Aff(R?) (par définition),
que 7 N GL(R?) = {Id} et que T est un sous-groupe distingué. Ainsi

Aff(R?) = T x GL(R?).



