EPFL - Automne 2017 M. Troyanov
Introduction aux Variétés Différentiables Exercices
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Exercice 12.1. Soit M une variété différentiable. On note
End(I'(M)) ={A:T(M) - T'(M) | A est C°°(M)-linéaire}.
Montrer que End(I'(M)) = Tens! (M).

Exercice 12.2. Montrer la proposition suivante vue au cours:
L’application d’alternisation

Alt : Tensy(M) = Q5(M),  AI(T) = — 3 san(0)°T,

vérifie les conditions suivantes:
(a) Si T € Tensg(M), alors Alt(T) € Q¥(M), c’est-a-dire, Alt est bien définie;
(b) Si o€ QF(M), alors Alt(a) = a;

(c) Alt est un projecteur, c’est-a-dire, Alt o Alt = Alt;

(d) SiT € Tensi(M) et S € Tens;(M), alors on a

ALL(AIL(T) ® S) = AlL(T ® Alt(S))
= AT ® S)
= Alt(ALt(T) ® Alt(S)).

Exercice 12.3. Soient M™, N™ deux variétés différentiables et F' : M — N une application C*. Etant
donnée une forme différentielle w € QF(V), on peut la "rappeler" sur M pour obtenir une k-forme différen-
tielle sur M, notée F*w € Qk(M) que l'on appelle le rappel de w par F' (ou pullback en anglais). Cette forme
est définie par

(F*w)p(vl, ce ,’Uk) = wF(p) (de(’Ul)7 ce ,de<’Uk>) 5

pour vi,...,v; € T, M. Montrer les propriétés suivantes du rappel:
(a
(b
(c
(d

) Si h € C®°(N) = Q%N), alors F*h = ho F}

) L’application F* : QF(N) — QF(M) est R-linéaire;

) Pour w € QF(N) et n € QY(N) on a F*(w An) = (F*w) A (F*n);

) Soient (U, z!,...,2™) est une carte de M et (V,y',...,y") une carte de N, alors si

oy = a(y)dy™ A ... Adyr € QF(V),

on a (pour F(x) =y) ‘ .
(F*a), = a(F(z))dF A ... ANdF* € QF(U),

ot F = (F',... F")



Exercice 12.4. Notons par (x,v,2) les coordonnées cartésiennes usuelles de R? et (u,v) celles de R2.Soit
F :R? — R3? définie par F(u,v) = (u,v,u? — v?) et soit la 2-forme définie par

w = ydx A dz + xzdy A dz € Q*(R?).
Calculer le rappel de w par F'.

Exercice 12.5. Notons par (z,y, 2) les coordonnées cartésiennes usuelles de R? et (v, w) celles de R?. Soit
¢ : R3 — R? la fonction lisse définie par p(z,y,2) = (z + 2z, 7y) et soient a = e*dv + vdw et B = v dv A dw
deux formes sur R2. Calculer les formes suivantes.

ahf, (@), ¢ (B) et ¢ (a) A (B).

Exercice 12.6. On introduit pour cet exercice la définition de différentielle extérieure qui généralise la
différentielle aux tenseurs. Soit U un ouvert de R™ et soit w € QF(U) une k-forme sur U. Si (z',...,2") est
un systéme de coordonnées sur U, la k-forme w s’écrit w = wrda!, ou I = (iy,..., i), 1 <i1 < ... <ip < n,
de! = dz™* A .. A da't et wp € C®(U). On définit la différentielle extérieure dw de w comme étant la
(k 4+ 1)-forme suivante (sur U):

dw = Zdwl Adz! = Z dw;, . i N dx™ A ... AN dztr.
I

1<i1<...<ip<n

On verra plus tard une définition de la différentielle extérieure pour les formes différentielles sur une variété
quelconque. Montrer les propriétés suivantes:

(a) d est R-linéaire;
(b) Siw € QFU) et n € QYU), alors dw A n + (—1)kw A dn;
(¢c) dod=0;

)

(d) SiV est un ouvert de R™, F': U — V est une application différentiable et w est une k-forme sur V', alors
F*(dw) = d(F*w).

Exercice 12.7. Considérons les formes différentielles suivantes sur R?:
a=xdr—ydy, [=zdrANdy+zdyNdz, ~=e>Ydz.

Calculer day, df, dy et a AB et a NS A7.



