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Exercice 12.1. Soit M une variété différentiable. On note
End(T'(M)) ={A:T'(M) —» T'(M) | A est C°°(M)-linéaire}.
Montrer qu’on a une bijection entre End(I'(M)) et Tens}(M).

Solution 12.1. Etant donné un tenseur 7' € Tens} (M), on construit un endomorphisme de I'(M) en posant
Ar:T'(M) — T'(M), X w— Ap(X),
ou le champ de vecteurs Ap(X) est vu comme une dérivation agissant sur C°°(M) de la fagon suivante:
Ap(X)(f) = T(X, df).

Il faut vérifier que A7 (X) définit bien une dérivation, mais d’une part la C*°(M)-linéarité est claire puisque
T est C°°(M)-linéaire et d’autre part, si f,g € C>°(M), alors

Ar(X)(fg) = T(X,d(fg9)) = T(X, (df)g + f(dg)) = 9T (X, df) + fT(X,dg) = gAr(X)(f) + f Ar(X)(9),

d’ot1 la régle de Leibniz.
L’inverse est donné par

End(T'(M)) — Tensj (M), A Tq:T(M)xT*(M) — C®(M),
ou Ta(X,0) =0(Ta(X)), pour X e (M) et § € T*(M).

Exercice 12.2. Montrer la proposition suivante vue au cours:
L’application d’alternisation

Alt : Tensy (M) — QF(M),  Alt(T) :% S sen(0)°T,
’ geQy

vérifie les conditions suivantes:

(a) Si T € Tensy (M), alors Alt(T) € QF(M), c’est-a-dire, Alt est bien définie;
(b) Si o € QF(M), alors Alt(a) = a;
(c) Alt est un projecteur, c’est-a-dire, Alt o Alt = Alt;

)

(d) Si T € Tensi(M) et S € Tens;(M), alors on a

ALL(AIL(T) ® §) = AlL(T ® Alt(S))
= A(T ® S)
= Alt(ALt(T) ® Alt(S)).

Solution 12.2. (a) On doit montrer que si T € Tens, (M), alors Alt(T") est un tenseur alterné, c’est-a-dire
vérifie 7 Alt(T) = sgn(o) Alt(T), pour toute permutation o € Sg. Soit donc T' € Tensy (M ). Observons
que si p,o € &y, alors puisque

sgn: 6, — {—1,1}



est un morphisme de groupe, on a sgn(op) = sgn(o)sgn(p). De plus sgn(c)? = 1 pour tout o € Sy.
Ainsi
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(b) Soit a € QF(M). Alors par définition, “a = sgn(o)a pour tout o € &. Ainsi
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On a utilisé le fait que |G| = k!.
(c) Evident par (b).

(d) Pour ce point, observons la chose suivante: il existe un plongement &y < Sy du groupe symétrique k
éléments dans le groupe symétrique a k + [ éléments défini par

Remarquons que sgn(o) = sgn(o’) puisque la décomposition en transpositions de ces deux permutations



est la méme. Ainsi, si T' € Tensg(M) et S € Tens(M), alors Alt(T) ® S € Tensg (M) et
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Pour montrer que Alt(7T ® Alt(S)) = Alt(T ® S) on procéde de méme et la derniére identité est une
conséquence des précédentes:

ALL(ALL(T) ® AlL(S)) = Alt(T ® Alt(S)) = AlK(T ® S).

Exercice 12.3. Soient M™, N™ deux variétés différentiables et F' : M — N une application C*. Etant
donnée une forme différentielle w € QF(V), on peut la "rappeler" sur M pour obtenir une k-forme différen-
tielle sur M, notée F*w € Q¥(M) que I'on appelle le rappel de w par F' (ou pullback en anglais). Cette forme
est définie par

(Fw)p(v1, ..o vk) = wpey (dFp(v1), ..., dFy(vg))

pour vi,...,v; € T, M. Montrer les propriétés suivantes du rappel:

(a) Si h € C®(N)=QN), alors F*h = h o F;

(b) L’application F* : QF(N) — QF(M) est R-linéaire;

(c)
)

(d) Soient (U,x!,...,2™) est une carte de M et (V,y',...,y") une carte de N, alors si

Pour w € Qk’( Yetn € QYN) on a F*(wAn) = (F*w) A (F*n);

ay = a(y)dy™ A ... Adyr € QF(V),

on a (pour F(x) =y) 4 4
(F*a), = a(F(z))dF* A ... ANdF* € QF(U),

ot F = (F',...,F")
Solution 12.3. (a) On a (F*h), = hp@y = (ho F)(p) donc F*h =ho F.
(b) Soient w,n € Q¥(M) et a € R. Alors
(F*(aw +n))p(v1, ..., v) = (aw + ) pey (dFp(v1), . . ., dFp(vr))

= awF(p) (de(v1)7 s ,de(Uk)) + NF(p) (de(Ul)7 sy de(Uk))
=a(F*w)p(v1,...,0) + (F'n)p(v1, ..., vg).



(¢) Soient w € QF(N) et n € Q(N). On rappelle que
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D’autre part, on a
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Ce qui montre que F*(w An) = F*w A F*n.

(d) 11 suffit de rappeler que

J _ — J ) = = ]
dy (F*<axz>> =dy ((‘}wi @ml> Oz = dFr <axi>’

donc F*dy) = dF7. En appliquant le point précédent on conclut.

Exercice 12.4. Notons par (z,, z) les coordonnées cartésiennes usuelles de R? et (u,v) celles de R?.Soit
F :R? — R3 définie par F(u,v) = (u,v,u® — v?) et soit la 2-forme définie par

w = ydx A dz + xzdy A dz € Q*(R3).
Calculer le rappel de w par F'.

Solution 12.4. En utilisant ’exercice précédent, on voit que
F'w = F*(ydx Ndz + xdy AN dz) = F*(ydz) A\ F*(dz) + F*(xdy) N F*(dz).

Donc on peut calculer séparément en utilisant la formule pour le rappel dans les cartes (c.f. exercice précédent
point (d)). Pour reprendre les notations du point (d) de l'exercice précédent, la forme ydr € Q'(R?) s’écrit
ap = a(p)dz, ot a : R3 — R est définie par a(p) = a(z,y, z) = y. Donc son rappel par F est donné par

F! F!
0 du—i—%dv) =v(l-du+0-dv)=vdu.
v

F*(ydx):(yoF)dF1:v< o0



En procédant de la méme maniére pour les autres 1-formes, on trouve

OF? OF?®
F*(dz) = ——du + ——dv = 2udu — 2
(dz) 50 du + 50 dv = 2udu — 2vdv
. OF? OF?
F*(zdy) =u <8udu + &;dv> = udv

Donc
F*w = vdu A (2udu — 2vdv) 4+ udv A (2udu — 2vdv) = —2(u* 4+ v*)du A dv € Q*(R?).

Exercice 12.5. Notons par (z,, z) les coordonnées cartésiennes usuelles de R3 et (v, w) celles de R2. Soit
¢ : R? — R? la fonction lisse définie par o(z,y, 2) = (x + 2z, 7y) et soient o = e¥dv + vdw et B = v dv A dw
deux formes sur R?. Calculer les formes suivantes.

alB, ¢*(a), ¢(B) et @ (a)Ap*(B).

Solution 12.5. (a) Since Q23(R?) is just the zero form, whatever a and 3 are, a A 3 = 0.
(b) We can either use the definition of ¢*(a) to compute the components of this 1-form, or the property
that, in local coordinates,

¢*(ardy’) = (ar o p)d(y’ o).

If we want to use the definition, consider that a basis for Q'(R?) is given by dz, dy, dz and

i 0
v =yide't = %zv((%i) :

Following a standard convention, we denote for convenience % = 0z. Thus we have
0" ()(0z) = a(dp(0z)) = a0y + yOu) = ¥ +yv =™ + (x + 2)y,
¢ (@)(9y) = a(dp(9y)) = a(2dy) = xv = (x + 2)z,
"(0)(02) = aldp(d.)) = a(d,) = e = ™.
Thus we obtain
ora=(e"+ (z+ 2)y)dx + (z + z)zdy + edz .

(c) To compute ¢* we use the other (perhaps more direct) method. It uses the following important property
of the pull-back:

¢*(f(x)dz' Ada") = (fop)da o) A - Nd(z" o).
Thus we have
0" (8) = " (v dv A dw) = v(p)d(v(p)) A d(w(p)) = (x + 2) [(de + d2) A (ydz + zdy)] =
=(r+y)[xzde Ndy — ydz Ndz — zdy Ndz] .
(d) The property ¢*(a) A ¢*(3) = ¢*(a A 8) implies that this is a null form.

Exercice 12.6. On introduit pour cet exercice la définition de différentielle extérieure qui généralise la
différentielle aux tenseurs. Soit U un ouvert de R™ et soit w € QF(U) une k-forme sur U. Si (z!,...,2") est
un systéme de coordonnées sur U, la k-forme w s’écrit w = wrda!, ou I = (iy,..., i), 1 <i1 < ... <ip < n,
de! = dz™' A ... Ada et wp € C®(U). On définit la différentielle extérieure dw de w comme étant la
(k + 1)-forme suivante (sur U):

dw = Zdwl Adz! = Z dw;, i, N Az A ... AN dzt.
I 1<i1<...<ip<n

On verra plus tard une définition de la différentielle extérieure pour les formes différentielles sur une variété
quelconque. Montrer les propriétés suivantes:



d est R-linéaire;

(a
(b

)

) Siwe QFU) et n € QYU), alors dw A+ (—1)Fw A dn;
(¢) dod=0;

)

(d) SiV est un ouvert de R™, F': U — V est une application différentiable et w est une k-forme sur V', alors
F*(dw) = d(F*w).

Solution 12.6. Commengons d’abord par préciser les notations utilisées. On note I = (i1, ..., i) un multi-
indice de longueur k, chaque indice variant entre 1 et n, avec la condition que les indices sont strictement
croissants, i.e. 1 <11 < ... < i < n. Cette notation permet de racourcir des expressions du type

doe! = da™ A ... A dats.
On utilise une convention de sommation d’Einstein:
dr! = L 1 ik
ardx’ = @iy i dx’™ NN dxtE
1<ii <...<ip<n

De maniére générale, il faut étre bien conscient que ce sont des conventions et étre attentif & leur signification
dans des différents contextes.

(a) La R-linéarité est directe puisque le produit extérieur est R-linéaire.

(b) Par linéarité, il suffit de montrer la propriété pour des termes de la forme w = udz! et n = vda”’,
avec u,v € C°(U). Notons qu’il est suffisant de montrer la propriété pour des multi-indices I et
J strictement croissant car si I’ est un multi-indice quelconque (non forcément strictement croissant),
alors soit I’ posséde des indices répétés auquel cas d(udaz! /) = 0 = dundz!, soit il existe une permutation
o qui "ordonne" les indices de I’ ¢’est-a-dire qui envoie I’ sur un multi-indice I strictement croissant et

dans ce cas:
d(udz") = sgn(o)d(udz’) = sgn(o)du A dz’ = du A dz’’

Ainsi on peut supposer sans perte de généralité que w et 7 sont de la forme ci-dessus. On a alors
dlwAn)=d (ud:cl A vdx‘])
= d(uwvdz! A dz”)
= (vdu + udv) A dz’ A dz?
= (du A dz") A (vda”) + (=1)F(udz") A (dv A da”)
=dw A+ (—1)*w A dny
car dv A dx! = (—1)*dz® A dv puisque dv est une 1-forme et dx! est une k-forme.

(c) Grace au point précédent, il suffit de montrer que d o d sur les O-formes (i.e. les fonctions C*°). En effet
la formule ci-dessus donne

ddw = d(du A dz') = ddu A da’ — du A dda’

et dz! étant un produit extérieur de 1-formes il suffit d’appliquer suffisamment de fois la formule du
point précédent pour n’avoir que des doubles différentielles extérieures de 0-formes. Or, si a € C*°(U),

da .,
dda = d(axidm)

on a
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(d) On a d’une part
F*(dw) = F* (d(udz™ A...Ndz™)) = F* (du Adz™ A... A dz'™)
=duoF)Ad(z" o F)A...Ad(z o F).

Et d’autre part,

d(F*(w)) :d(F*(udxil /\...Admi’“)) :al((qu)al(aci1 oF)/\.../\d(xi’“oF))
=duoF)ANd(z" o F)A...Nd(z' o F),

d’ou 'égalité.
Exercice 12.7. Considérons les formes différentielles suivantes sur R3:
a=zxdr—ydy, [=zdrANdy+zdyNdz, ~=e>Ydz.
Calculer da, df, dy et aAB et a NS A.
Solution 12.7. Par calcul direct

dao=drNdr —dyNdy=20

df =dzNde Ndy +dx Ndy Ndz =2dx Ndy N dz

dy = 2™ (dx + dy) A dz = e**¥ (dx A\ dz + dy A dz)

a A B =xzzdr \dx A dy + x2de A dy A dz — yzdy A de A dz — zydy Ady A dz = 2%de A dy A dz .

Comme a A B Ay € Q4(R3), ce produit doit étre nul (car QF(M) = {0} si k > dim M).



