Formule de Stokes

Théoréme 5.0.1 (Formule de Stokes généralisée) Soit M une variété différentiable orien-
tée de dimension n et 3 € Q""Y(M) une forme différentielle de degré n — 1 sur M a support

compact. Alors
/ dp = B.
M oM

Remarque Si 9M = (), le théoréme dit que [;,dB = 0 pour tout 3 € Qn=1(M) a support
compact. Si M # () on oriente OM de fagon compatible avec I'orientation de M.

Preuve. On se donne un atlas orienté A = {(U,, ¢} localement fini pour M et on choisit
one partition de 'unité associée {n,}. En posant

522%'5,

on voit qu’il suffit de prouver le théoréme pour les formes différentielles & support dans un
domaine de carte. Comme de plus

/av = /Q(Ua)(wa)*(’y)

pour tout v € Q"(U,), on conclut qu’il suffire de prouver le théoréme pour les (n — 1) formes
a support compact dans le demi-espace fermé

H' ={zecR"|z! <0}
On suppose donc que S € Q”fl(ﬁn) est & support compact. On pose
w=dz Adz? A Ada"
etpour 1 <5< n: -
¢ = (=1 Yda Ao dad - A da™.

Alors on a ' '
de' NO = 5,~7jw

(on remarque aussi que 67 = sda’). Toute forme g € Q"1 (H") s’écrit de fagon unique

B=" bj(x)¢’
j=1

Alors
ob;
d bi —Jdrt NG =
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7j=11i=1

(remarquer le lien avec la divergence des champs de vecteurs).

Maintenant nous identifions dH  a R™ ! via le plongement ¢ : R* ! — H" donné par
(22,23, ... 2™) — (0,22, 23,...2™). On a alors

/ B = b1(0,2% 23, .. 2™)da?dx? ... da".
om" Rn—1

D’autre part, comme b; est a support compact, on a
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pour 2<j3<n.Pourj=1ona

0by

8.%'1d V= b(0,2%,23,.. . 2™).

Par conséquent
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/ndﬁ /n 8353 w = Z/ detdz?dz? ... da".
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