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Corrigé 4 – Cinématique 3 
 
19.10.2018 

 

Solution 4.1 : 

𝑅𝑜𝑡. 𝜃ସ 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑃ଶ ൌ ቀ𝐿ଵ ൅ 𝐿ଶ
0

ቁ 𝑝𝑢𝑖𝑠 𝑅𝑜𝑡. 𝜃ଶ 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑢𝑟 𝑑𝑒 𝑃ଵ ൌ  ቀ𝐿ଵ 
0

ቁ 𝑝𝑢𝑖𝑠 𝑅𝑜𝑡. 𝜃ଵ 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑢𝑟 𝑑𝑒 ቀ0
0

ቁ 

൭
𝑐ଵ െ𝑠ଵ 0
𝑠ଵ 𝑐ଵ 0
0 0 1

൱ ൭
𝑐ଶ െ𝑠ଶ 𝐿ଵ𝑣ଶ
𝑠ଶ 𝑐ଶ െ𝐿ଵ𝑠ଶ
0 0 1

൱ ൭
𝑐ସ െ𝑠ସ 𝐿ଵଶ𝑣ସ
𝑠ସ 𝑐ସ െ𝐿ଵଶ𝑠ସ
0 0 1

൱ 

ൌ ൭
𝑐ଵଶ െ𝑠ଵଶ 𝐿ଵሺ𝑐ଵ𝑣ଶ ൅ 𝑠ଵ𝑠ଶ ሻ
𝑠ଵଶ 𝑐ଵଶ 𝐿ଵሺ𝑠ଵ𝑣ଶ  െ 𝑐ଵ𝑠ଶ ሻ
0 0 1

൱ ൭
𝑐ସ െ𝑠ସ 𝐿ଵଶ𝑣ସ
𝑠ସ 𝑐ସ െ𝐿ଵଶ𝑠ସ
0 0 1

൱ 

ൌ ൭
𝑐ଵଶସ െ𝑠ଵଶସ 𝐿ଵଶሺ𝑐ଵଶ𝑣ସ ൅ 𝑠ଵଶ𝑠ସ ሻ ൅ 𝐿ଵሺ𝑐ଵ𝑣ଶ ൅ 𝑠ଵ𝑠ଶ ሻ
𝑠ଵଶସ 𝑐ଵଶସ 𝐿ଵଶሺ𝑠ଵଶ𝑣ସ – 𝑐ଵଶ𝑠ସ ሻ ൅ 𝐿ଵሺ𝑠ଵ𝑣ଶ  െ 𝑐1𝑠ଶ ሻ

0 0 1
൱ 

Contrôle de l’équivalence avec le résultat géométrique : Dans ce cas, le point observé est le 
centre de rotation de 𝜃ସ, l’angle 𝜃ସ n’apparaît donc pas dans le résultat. Le produit des deux 
premières rotations se trouve dans la première ligne (résultat intermédiaire ci-dessus). 
 

ቆ
𝑥
𝑦
1

ቇ ൌ ൭
𝑐ଵଶ െ𝑠ଵଶ 𝐿ଵሺ𝑐ଵ𝑣ଶ ൅ 𝑠ଵ𝑠ଶሻ
𝑠ଵଶ 𝑐ଵଶ 𝐿ଵሺ𝑠ଵ𝑣ଶ െ 𝑐ଵ𝑠ଶሻ
0 0 1

൱ ൭
𝐿ଵଶ
0
1

൱ ൌ ൭
𝐿ଵଶ𝑐ଵଶ ൅ 𝐿ଵሺ𝑐ଵ െ 𝑐ଵ𝑐ଶ ൅ 𝑠ଵ𝑠ଶሻ
𝐿ଵଶ𝑠ଵଶ ൅ 𝐿ଵሺ𝑠ଵ െ 𝑠ଵ𝑐ଶ െ 𝑠ଶ𝑐ଵሻ

1
൱

ൌ ൭
𝐿ଵଶ𝑐ଵଶ ൅ 𝐿ଵሺ𝑐ଵ െ 𝑐ଵଶሻ
𝐿ଵଶ𝑠ଵଶ ൅ 𝐿ଵሺ𝑠ଵ െ 𝑠ଵଶሻ

1
൱ ൌ ൭

𝐿ଵ𝑐ଵ ൅ 𝐿ଶ𝑐ଵଶ
𝐿ଵ𝑠ଵ ൅ 𝐿ଶ𝑠ଵଶ

1
൱ 

 

Solution 4.2 : 

𝑅𝑜𝑡. 𝜃ସ 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑢𝑟 𝑑𝑒 ቀ𝐿ଵ ൅ 𝐿ଶ
0

ቁ 𝑝𝑢𝑖𝑠 𝑅𝑜𝑡. 𝜃ଶ 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑢𝑟 𝑑𝑒 ቀ𝐿ଵ
0

ቁ 𝑝𝑢𝑖𝑠 𝑅𝑜𝑡. 𝜃ଵ 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑢𝑟 𝑑𝑒 ቀ0
0

ቁ  

൭
𝑐ଵ െ𝑠ଵ 0
𝑠ଵ 𝑐ଵ 0
0 0 1

൱ ൭
𝑐ଶ െ𝑠ଶ 𝐿ଵ𝑣ଶ
𝑠ଶ 𝑐ଶ െ𝐿ଵ𝑠ଶ
0 0 1

൱ ൭
𝑐ସ െ𝑠ସ 𝐿ଵଶ𝑣ସ
𝑠ସ 𝑐ସ െ𝐿ଵଶ𝑠ସ
0 0 1

൱ 

ൌ  ൭
𝑐ଵଶସ െ𝑠ଵଶସ 𝐿ଵଶሺ𝑐ଵଶ𝑣ସ ൅ 𝑠ଵଶ𝑠ସሻ ൅ 𝐿ଵሺ𝑐ଵ𝑣ଶ ൅ 𝑠ଵ𝑠ଶ ሻ
𝑠ଵଶସ 𝑐ଵଶସ 𝐿ଵଶሺ𝑠ଵଶ𝑣ସ െ 𝑐ଵଶ𝑠ସሻ ൅ 𝐿ଵሺ𝑠ଵ𝑣ଶ െ 𝑐ଵ𝑠ଶሻ

0 0 1
൱ 

𝑧 ൌ ሺ𝜃ଷ ൅ 𝑧ସሻ,  𝜃௧௢௧௔௟ ൌ 𝜃ଵ ൅ 𝜃ଶ ൅ 𝜃ସ 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑢𝑡 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑠𝑢𝑟 𝑥 𝑒𝑡 𝑦. 

ቆ
𝑥
𝑦
1

ቇ ൌ ൭
𝑐ଵଶସ െ𝑠ଵଶସ 𝐿ଵଶሺ𝑐ଵଶ𝑣ସ ൅ 𝑠ଵଶ𝑠ସሻ ൅ 𝐿ଵሺ𝑐ଵ𝑣ଶ ൅ 𝑠ଵ𝑠ଶ ሻ
𝑠ଵଶସ 𝑐ଵଶସ 𝐿ଵଶሺ𝑠ଵଶ𝑣ସ െ 𝑐ଵଶ𝑠ସሻ ൅ 𝐿ଵሺ𝑠ଵ𝑣ଶ െ 𝑐ଵ𝑠ଶሻ

0 0 1
൱ ൭

𝐿ଵଶସ
0
1

൱ 

Avec les formules trigonométriques, 𝑐ଵଶସ ൌ 𝑐ଵଶ𝑐ସ െ 𝑠ଵଶ𝑠ସ on démontre que ce produit matriciel 

donne bien le résultat « géométrique » 
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𝑥 ൌ 𝐿ଵ𝑐ଵ ൅ 𝐿ଶ𝑐ଵଶ ൅ 𝐿ସ𝑐ଵଶସ 

𝑦 ൌ 𝐿ଵ𝑠ଵ ൅ 𝐿ଶ𝑠ଵଶ ൅ 𝐿ସ𝑠ଵଶସ 

 

Solution 4.3 : 

Les matrices homogènes du MDG du Puma sont :  

𝐾ସ ൌ ൮

𝑐ସ െ𝑠ସ 0 𝐷ଷ𝑣ସ
𝑠ସ 𝑐ସ 0 െ𝐷ଷ𝑠ସ
0 0 1 0
0 0 0 1

൲ , 𝐾ଷ ൌ ൮

1 0 0 0
0 𝑐ଷ െ𝑠ଷ 𝐿ଶ𝑠ଷ
0 𝑠ଷ 𝑐ଷ 𝐿ଶ𝑣ଷ
0 0 0 1

൲ ,  𝐾ଶ ൌ ൮

1 0 0 0
0 𝑐ଶ െ𝑠ଶ 0
0 𝑠ଶ 𝑐ଶ 0
0 0 0 1

൲ ,

𝐾ଵ ൌ ൮

𝑐ଵ െ𝑠ଵ 0 0
𝑠ଵ 𝑐ଵ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൲  

Solution 4.4 : 

Comme premier exemple, nous traitons le manipulateur 
planaire simple à deux membres. Il s’agit donc de trouver 
les angles 𝜃ଵet 𝜃ଶ à partir d’une position x, y donnée.  
Le MGD est : 
𝑥 ൌ 𝐿ଵ𝑐𝑜𝑠ሺ𝜃ଵሻ ൅  𝐿ଶ𝑐𝑜𝑠ሺ𝜃ଵ ൅ 𝜃ଶሻ 
𝑦 ൌ 𝐿ଵ𝑠𝑖𝑛ሺ𝜃ଵሻ ൅  𝐿ଶ 𝑠𝑖𝑛ሺ𝜃ଵ ൅ 𝜃ଶሻ 
 

On a 4 équations (a) (b) (c) (d). On trouve 𝑐ଶ comme indiqué.  

𝑐ଶ ൌ
𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ െ 𝐿ଵ

ଶ െ 𝐿ଶ
ଶ

2𝐿ଵ𝐿ଶ
 

Il y a 2 solutions pour  

𝑠ଶ ൌ േටሺ1 െ 𝑐ଶ
ଶሻ 

Ensuite : 

ሺ𝑎ሻ𝑐ଵ ൅ ሺ𝑏ሻ𝑠ଵ  ൌ  𝐿ଵ ൅ 𝐿ଶ𝑐ଶ       𝑒𝑡      െ ሺ𝑎ሻ𝑠ଵ ൅ ሺ𝑏ሻ𝑐ଵ ൌ 𝐿ଶ𝑠ଶ ൌ േ𝐿ଶටሺ1 െ 𝑐ଶ
ଶሻ 

On ressort 𝑐ଵ de la deuxième équation et on le remplace dans la première équation pour sortir 𝑠ଵ. 

𝑐ଵ ൌ
𝐿ଶ𝑠ଶ ൅ 𝑥𝑠ଵ

𝑦
 

𝑠ଵ ൌ
𝑦𝐿ଵ ൅ 𝑦𝐿ଶ𝑐ଶ െ 𝑥𝐿ଶ𝑠ଶ

𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൌ
𝑦𝐿ଵ ൅ 𝑦𝐿ଶ𝑐ଶ ∓ 𝑥𝐿ଶඥሺ1 െ 𝑐ଶ

ଶሻ

𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ  

 
et finalement les deux paires de solutions pour (𝜃ଵ et 𝜃ଶ) 

𝜃ଶ ൌ arcsin ሺ𝑠ଶሻ ൌ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 ቆേටሺ1 െ 𝑐ଶ
ଶሻቇ 

→ 𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑒𝑟 𝑙𝑒 𝑏𝑜𝑛 𝜃ଵ 𝑒𝑡 𝑎𝑣𝑜𝑖𝑟 𝑙𝑎 𝑏𝑜𝑛𝑛𝑒 𝑝𝑎𝑖𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑖𝑙 𝑓𝑎𝑢𝑡 𝑝𝑟𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒 𝑠ଶ 𝑑𝑢  𝑚ê𝑚𝑒 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑒. 
 

𝜃ଵ ൌ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛ሺ𝑠ଵሻ ൌ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 ൭
𝑦𝐿ଵ ൅ 𝑦𝐿ଶ𝑐ଶ ∓ 𝑥𝐿ଶඥሺ1 െ 𝑐ଶ

ଶሻ

𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൱ 

 
Ce genre d’astuces ne peux pas se généraliser comme le calcul du modèle géométrique direct. 


