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Analyse IT - Module B Semestre 2, 2018-19

Corrigé 2

Exercice 1.
On se propose de montrer que la fonction f est continue en tout point de R?\{(0,0)}.

Soit (z,y) € R*\{(0,0)} et considérons I'intégrale définissant f(z,y). Puisque ni sint, ni cost

T om

ne s’annulent sur l'intervalle [%,

|, I'intégrale est bien définie et on a
1) si z =0, alors f(0,y) =0,

2) siy =0, alors f(x,0) =0,

xtgt
3) si (z,y) € R* x R*, alors on a, remarquant que 2arctan (_g) est une primitive de
Y
lintégrant :

w3
wlx

B 2 dt tgt
1/ 5o ny 5 dt = 2g/ —~ = Z2arctan (&)‘
= z7sin t + y“cos“t T )z cos%(tht—i—z—Q) Y

= 9 [arctan <%§> — arctan (%)]

T _ 1
sachant que tgf = V3 et tgg = 7

SIE]

Utilisant maintenant la relation arctan [s| + arctan |1| = Z,Vs € R*, qui traduit le fait
que la somme des deux angles obtus d’un triangle rectangle vaut 7, on a finalement,
pour (z,y) € R* x R* :

o= o (222) v (25)) o (#22) - ()



wh

2
et donc, en passant, f(z,y) = f(y,z). Deplus,siz =y = s,ona f(s,s) = / ———
= sin®¢ + cos?t

™
3
On est maintenant en mesure de conclure en ce qui concerne la continuité de la fonction f :

1) Si (z,y) € R* x R*, la fonction f est continue au point (x,y) puisque la fonction

arctan :| — oo, +oo[—] — 7, 5[ est continue.
2) La fonction f est discontinue en (0,0) puisque lin% f(s,s) = g # 0= f(0,0).
s—

3) Soit a # 0. La fonction f est continue au point (a,0) puisque

() pour (z,) € R* x B", on a | f(z.y) = f(a,0)| = [ f(z,y) = 0] < 2|2] (V3 - Z5),

V3
en utilisant le théoréme des accroissements finis et le fait que (arctan (t))’ = 5 th <
1.

(b) pour (x,0) € R* x {0}, on a | f(z,0) — f(a,0)] = [0 — 0] < 2]¥| (ﬁ— %)

En effet, soit 6 > 0 tel que la boule B ((a,0),d) ne contienne pas l’origine. Alors, pour
(z,y) € B((a,0),0) on a |z| > |a| =6 et |y| < 0 et donc [£] < Ia\L—é' Soit alors € > 0. En
prenant

= min | |a lale
0= (‘ ”2(\/5—\%)+6)
on aura |f(z,y) — f(a,0)] < esi(x,y) € B((a,0),9).

4) Soit b # 0. La fonction f est continue au point (0,b). On peut, soit faire un calcul

analogue & celui vu au point 3, soit invoquer la symétrie de la fonction f.

Exercice 2.

On pose r1 =, 22 = y et x = (21, 22) et [|x]| :== ||x|l2 = /22 + 23. On a

| 1+ + a5

n e ——
L+ x> ) In(l+ai+a3) In(l+|x[?)
sin([|x]]?) sin([[x[?) sin(||x|[?)

Séparément, ces deux limites valent :



ln(} + [|x[?) — lim ln(} +7) .
Ix—0  sin||x|]? r—0  sinr
£ >
(2)
< In(1+ 21 + 23) In(1+ [|x|*)
- osin(fx[?) T sin([x]]?)  xl-o

Ainsi :

In 1+ 27+ 3
1+ [xf?

lim = —1.
($1,x22£—>(0,0) sin(||x]|?)
Exercice 3.
1) Puisque, pour tout x € R*, on a
2
Y —0

J;g%f(%y) :}/12% 2+ (1— 1)

et pour tout y € R*, on a lir% f(z,y) = 0 on a finalement que
T—

=0 \ y—0 y—0 \z—0

lim (lim f(x,y)) = lim (lim f(ac,y)) = 0.
2) On ne peut pas en déduire que

lim x,y) =07
(x,y)*(ovﬂ)f< v)

car, par exemple lim f(¢,t) = 1.
t—0

Exercice 4.

1) Montrons que E est connexe par arcs.
En effet, si a = (ay,as) et b = (b, bs) sont deux éléments de E, 'application + : [0, 1] —
E définie par

V(t) = (a1 +t(by — a1), sin ! )

ay + t(bl - al)

est un chemin de E d’origine a et d’extrémité b.



2) Montrons que E = EU A o A= {(0,y) : =1 <y < 1}. Pour cela, posons F = EU A

et montrons les deux inclusions :

e Montrons pour commencer que F C E :
Puisque E C F il suffit de montrer A C E. Soit donc (0,b) € A. La suite (xz)52,

définie par

1
= b
Xk (Arcsinb +2(k+ )7’ )
est une suite d’éléments de E qui converge vers (0,b). En effet, posons z, =
Arcsin b+-2(k+1)7, k € N. La fonction Arcsin étant définie de [—1, 1] dans [—F, 7]

ona z; > m > 0. De plus, sin z;, = b et limy_, Zi 0. On en conclut que (0,b) € E

k_

et donc que F' C E.

e Montrons ensuite que £ C F : Soit (c,d) € E. Il existe une suite (¢, sin i)zio

d’éléments de E qui converge vers (¢, d), ce qui revient a dire :

lim ¢, =¢c >0, lim sin — = d.
k—00 k—o00 Ck

Par conséquent, ou bien ¢ > 0 et sin% =doubienc=0et —1 <d < 1. Et donc
(c,d) € F. Ce qui prouve que £ C F.

1 ) o1 .
Remarquons que lim sin — = d ne contredit pas le fait que lim sin — n’existe pas.
k—o00 Ck z—0 xX

3) Montrons que E n’est pas connexe par arcs. Raisonnons par I’absurde et supposons qu'il
'est.
Il existe donc un chemin continu ~(t) = (71(t),72(t)) C E, t € [0,1] d’origine v(0) =
(0,1) et d’extrémité (1) = (1,sin1). Posons a = inf{r € [0,1] : v1(¢t) > 0,Vt € [r,1]}.

Ainsi, sur l'intervalle ]o, 1] le chemin reste sur E et on a }im 7(t) = y(a) =0. On a
—a

alors que tlim 72(t) n’existe pas. On ne peut donc pas avoir }im Yo (t) = Yo ().
—a -
>

Exercice 5.
Soit £ un ouvert non vide de R” et soient f,g: E — R deux fonctions continues.

1) Montrons que si f et g coincident sur E, elles coincident sur E.

Démonstration : Par définition on a £ = FUJE. Il suffit donc de montrer que f(x) =

g(x),¥x € OF. Soit x € OE. Par définition du bord, il existe (x,,)5°_, C E tel que
4



lim x,, = x. Puisque f et g sont continues au point x et coincident au point x,,, m € N,
m—00

on obtient :
Fx) = lim_f(x,) = lim g(x,,) = g(x).

m—o0 —00

2) Montrons que si pour tout x € E : f(x) < g(x), alors cette inégalité reste valable sur

E.

o0

Démonstration : On utilise les mémes notations que ci-dessus. Si x € OF et si (X,,)70_,

est une suite dans E/ qui converge vers X, on a :

F(0) = lim f(x) < Tim_g(x,) = g(x)

m—ro0 —00

puisque f et g sont continues au point x et que pour tout m € N : f(x,,) < g(x,).
Exercice 6.
Soit A C R™ un ensemble connexe par arcs et f : A — R une fonction continue.

1.) Montrer que I = {f(z) : € A} est un intervalle.

2.) En déduire que si f ne s’annule pas, elle garde un signe constant.

Démonstration :

1.) Montrons que I est un intervalle. Si I ne contient qu’un point, on a terminé, I est un
intervalle.
Supposons donc que I contienne deux points distincts, a < [ et montrons alors que [

contient tout U'intervalle [«, /].

Démonstration :

— Par définition de I, il existe a,b € A tels que a# b et f(a) = a et f(b) = 5.

— Puisque A est connexe par arcs, il existe un arc v : [0,1] — A continu tel que
~(0) =aet (1) =b.

— Ainsi, la fonction composée h : [0,1] — I définie par h(t) = f(y(t)), t € [0,1] est
continue et on a h(0) = a et h(1) = 5.

— Par le théoréme de la valeur intermédiaire, h prend toutes les valeurs entre o et 3, i.e.,
pour tout u €|a, f[, il existe t €]0, 1] tel que h(t) = p et donc il existe ¢ = y(t) € A
tel que f(c) = p.



— Comme on peut tenir ce raisonnement pour tout couple a < 8 € I, on en conclut

que [ est un intervalle.

2.) Si f ne s’annule pas, I ne contient pas 0 et donc on a soit I C| — oo, 0[ soit I C|0, +o00].

Ainsi f ne change pas de signe.



