
Information, Calcul et Communication: Cours 10

Résumé de la dernière leçon: entropie

si pi est la probabilité d’apparition de la lettre ai dans la séquence X :

H(X ) =
nX

i=1

pi log2

✓
1

pi

◆
2 [0, log2(n)]

= mesure de la “quantité d’information” présente dans la séquence X

Plan de cette leçon: compression de données

compression sans pertes:
I codages de Shannon-Fano et Hu↵man

principe: ce qui revient souvent est abrégé
I (premier) théorème de Shannon

compression avec pertes
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Introduction

Quel type de données peuvent être compressées?

le langage

le son (voix/musique), les images (photos), les vidéos

tout type de données numériques

Le principe de base derrière la compression de données est
la suppression de la redondance présente dans ces données.
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Introduction

Le français est plein de redondance! Pour preuve, ces deux phrases:

Cette phrase dont les lettres ont été à moitié
e↵acées est encore parfaitement lisible!

Si on liasse la permèire et la drneière ltertes à
la bnone palce dnas cquahe mot, arols la prhsae

est assui pafiatermnet lbiisle (ou pseruqe!)

Pourquoi donc tant de redondance dans la langue française ?

pour pouvoir se comprendre, tout simplement!

pour être capable de lire un texte même s’il contient des fotes
d’orthografe...
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Introduction

On distingue deux types de compression:

la compression sans pertes: lorsqu’on désire retrouver l’intégralité des
données stockées sous forme compressée.

Exemples: billets pour un concert, déclaration d’impôts, bulletins de
vote, articles scientifiques

la compression avec pertes: lorsqu’on n’est pas tant à cheval que ça
sur les détails et qu’on s’autorise un peu de distorsion.

Exemples: émissions podcastées et morceaux de musique en format
mp3, partage de photos sur le web, vidéos youtube...
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Exemples d’algorithmes de compression sans pertes
dans la vie de tous les jours:

Langage SMS: “slt”, “tqt”, “mdr”, etc.
les mots qui reviennent souvent sont abrégés.

Code Morse: A = “.–” E = “.” S= “...” T= “–”
tandis que X= “–..–” Z = “– –..”

Acronymes: EPFL, UNIL, GC, MX, etc.
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Compression sans perles :

C adages de Shannon - Fano et Huffman
Parr

exp liquor Ces deux systems otencodage ,

Mars les illustrious sun la sequence de lettres :

AMPARAFARAVOLA ( ville de Madagascar ,
14 lettres )Catalans

tart drabad Isentropic de cette sequence :

lettre nb apparitions probabilities
entropic :

A 6 3/7
R 2 117 H = ¥ log .# tf log.CHM A 7114
P 1 ran + G . Fa - login )
F 1 Vas

v a

race
= Ight) - Flayed) -1¥

O A

1114
L a

1114
E 2.55



• Si on desire main tenant represents cette sequence de

lettres sacs forme de o et de 1
,

un premier cha .

x

Joffre a- nous : it y a 8 lettres different ;ar part

dare encoder

cha
que

lettre avec 3 bits ( 3 =

log
a 8 ) :

A  → Ooo
,

R → 001
,

M → 010
,

etc
.

et dare la

sequence entiehe avec 3×19 Cnb total de lettres ) = 42 bits
.

• Cependant,
cette method e ne hent pas camp te du

fait que certain es lettres se rep e- tent plus que d Tubes

dans la sequence ; en uhh . sant Ce fair ,
ar peut

redure de mani che significative le nombre de bits

I utilise pour represents la sequence .



Cordage de Shannon - Fano

Repnenarslejeudesquestions de la Semaine dernier
,

en
.

adamant les lettres pan nombre

deicroissantd

-

apparitions :

lettre nb app . nbquesn.ms arbre

Q2
A 6 2 Ql : est

. ceun A ,R ?

R 2 2
Q1 as.

M A z at ↳ non

as
P l 9 Q2 :  est . aunt ? Q2 :  esteem M,P,F ?

Q2
F 1 4arif ↳ nonauf Won

as
V I 3agoA 4 ⑦ ③ Q3 : est - aunn ? - - -

( A 4

arif ↳ non

⑤ Qs : est -
amp ?

arif ↳ non

⑤ ⑤



Rem argues :

• Comme tart n
- est plus parfait ment divisible par deux ici

,

an doit
posen

& cha que Elope cure question qui di vise

Ten sein ble des possibilities en deux parties les plus Eg ales

possibles ( tart en res pedant tadredecroissant des nan bres

d
-

apparition : regroup er des lettres rares et frequents n
-

est

pas une bonne idee pair Ce qui Va swine ) ; Ceci nous

amehe patois a- devarfairedes Choi x !

• On n
-

a plus nan plus cure cares par dance parfait entire

le nombre d
'

apparitions d Tine

lettre
et le nombre de

questions gu
- it faut poser pair devourer Celle - ai

.



REG les d
-

en

cordage
:

1
.

Nombre de questions I poser pain dennen cure lettre

= nombre de bits Utilises pair represents cette lettre

2
. Response oui ← valour I ; response non ← valour o

Dans habe example :

nb questions mot de code

lettre nb apparitions = nb bits Correspond ant

A 6 2 11

R 2 2 10

{ Mp I ?e) = dictionnaire

F 1 4 0100

V 1 3 001

O A 4 0001L A 4

0000
( of .

branches de tarbre )



Airs i dare
,

on represent la sequence AMPARA FAR A VOL A

par 1101101011110
.

. .

•
Nombre de bits utilises : 8×2 t 2×3 t 4x4 = 16+6+16=38 bits

⇒ nb moyen de bits par lettre = 3¥ E 2.71 <3 ; on gagne de la

place !

. Parr an tant
,

la sequence de bits est -
elle deco

double
?

( en suppers ant guar est en possession die dictionnaire )

Remarque z : . tous les mots de code nTntpas la meine longueur,
mais :

• tons hes mob de code sat different
• mien x : au can mot de code n

-

est le
prefixed

Tin autre

⇒ on peut tire de gauche a- Irate sans problem : 1101101011110

tnpar
- - -



Cordage de Huffman
Principe : An lieu de oarshrnretarbre

"

depuis le haut "

avec le jeu des questions ,
carshrurecelui - a

'

"

depuis le bas "
en rejagnant les lettres les

Mans frequents an fur eta me sure

:
14

O

g
Pais on parcarnttarbre

1
I 0 de haut en bas avec

4 4
o a o la reigle :

1- 2 221
O 1 o 1 o gauche  =L

nb app .

G 2 1 1 l 1 l 1 { drone -0

lethe A R M P F V O L



Ansi on obtieut un nouveau dictionnaire :

lettre nb app .

nb bits

mot
de code

A 6 l 1

R 2 3 011

M 1 4 0701

I :: : Ii:÷÷÷,
V 1 4 0010

O a G O 001

L A 4 0000

Nombre de bits utilises: 6×1+2×3 t 6×4 = Gt Ge 24 = 36

⇒ nombre moyen de bits
par lettre : 3¥ I 2.57gencore miens !

(
En general ,

Ce mode de compression perm
et de redwine

de 30% la talk dim fichier ( format zip ). )



Rem argues :

•

entropic
E n b bits / lettre E nb bits I lettre s nb bits Hehe

( Huffman ) ( Shannon - Fano) Gncadage regular )
2. 552.57 2.71 3

Nous altars
y renewer avec le (premier) theorem e de Shannon !

• Que Ce soit avec Ten cod age
de Shannon - Fano ou Ten cod age

de Huffman ,
on peut emo amen e- E faire des cha .

x :

- Avec Shannan - Fano
,

Ces choir pervert impactor la structure

de Tahoe et anssi le nombre total debits utilises
.

- Area Huffman , ces choix pervert E gale ment impactor

lastructure de tarbre
,

mais le nombre total de bits

utilises rester le meine dans tons les Cas !



Le ( premier ) theorem e de Shannon

Definitions :

. Un code behave est un ensemble C dont les Elements

Cy - - on f- mots de code ) sont des suites de bits de longueur

fi nie
. ( Ex : C- { 11

,
to

,
011

,
0101

,
etc

. }
. On note Lj  = la longueurdu mot de code g-

. Un code behave est dit sans profile si an can met

de code n
-

est le prefixed
-

un autre
.

→ tons les mots du code sent different s

→ une sequence form Ee de Ces mots de code

peut Ihre hee de gauche a- Irate



. le code behave C= { a
,

.
. .

,
a } peut Ihre utilise comme

dictionnaire pain re presenter cure sequence X de

lettres tree dim alphabet A = { a ,. .

,
as } .

( cha que
lettre

g- est represents pan un mat de code g. ,

de longueur G. ) . Example : A ← 11
,

R ← to
,

M ← on
,

P ← 0101
,

etc
.

. Si les lettres g- apparais sent avec probabilities pg.

dans la sequence K
,

alas la longueur mayenne

die code est define par :

LCC) = ¥ Pj G.

⇐ hombre moyen de bits utilises par
lettre )

( = nombre total de bits / nombre total de lettres )



The arene ( Shannon )

Quel
que

soit le code behave C sans prefix uhh 3 e-

pair rep reenter une sequence X darn Ee
,

tin

Egalitesurvanteest veinfiee : LCC ) Z H C x )
.

(
"

On he peut pas compressor une sequence an - dela'

deansq , ;)
Lemme :

ihegalihe
deKraftSat C = { a ,

. .  . fu} uncode behave sans prefixes .

Alas ¥,

2- hi
s I C ai Ej  = longueur de

g. )



preuve
du lemme (

illustration

)

Representation

d- un code behave on forme diarbre :

"

raahe
"

j a

O

⇐eating .÷,

t
.MELE . cia ;⇒

Cia ;g - -11,9--2 !, .µ ? A
1 O

a  O
' Ii.¥÷¥¥£o¥¥. .

a
-

• nb dedescendants dim mat decode g an mbeaulmaa = 2h "
-f• code sans

prefix
=3 tons les

descendants
sat disjoints .

•nombre de descendants an mvean Ema ,
E 2hm

⇒ zlmax
- G

⇐ Imax ⇒ IF 2- Get
#u

-



Procure du the ochre de

Shannon
A van : L (c) 2

Hfx
) ie

.

H C x ) - L (c) Eo ?

H C x ) - Lcd = IF pjlogzff ) - IF Pi f

= IF pillage(f-;) - G )
=TgEHogz ( EG ) = log , ( 2pjI )

= IF pi log . ( I÷ )

( can

cant
delay

: ⇐.pj logo Gg) E log , ,⇐.Prog ) tha
,

so)
Ki -

- 2I÷ : h

#Hole
log z(⇐pj¥÷) = toga ( IF2-57=0 #

ETC lemme )



Oh peut marker de magieraplus detail Ee :

H ( x ) E L ( Cunanan) E L ( Guam
.  . ran .

) E H ( x ) +1

Vcu )
←

L ( Csr )

I I

!
l I 3 R

OHls'dteGdet

Et on pent marker encore quran ne part pas faire mieux

que Huffman ,
meine grand L (Cn ) > H ( K )

.

Note : Et bien sin
,

it exist des as ai "tart marche bias
"

ie
.

,
ai H ( x ) =L (G) =L( Csr )

.



Compression avec pertes

Est-il possible de passer en-dessous de la limite de Shannon?
Oui, mais pas n’importe comment!

Si par exemple on essaye d’utiliser le dictionnaire suivant
pour représenter la séquence AMPARAFARALOVA:

lettre A R M P F L O V
mot de code 1 0 11 10 01 00 111 110

Alors l’encodage de cette séquence est: 1111010...

mais son décodage est impossible: OPP? MMFR? AMPAR?

On est ici (encore une fois) victime de l’e↵et stroboscopique!
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Compression avec pertes

En fait, nous avons déjà vu deux algorithmes de compression avec pertes:

La représentation des nombres réels en virgule flottante

Le filtrage des signaux avant échantillonnage

Pour le son, un célèbre algorithme de compression avec pertes a donné lieu
au format mp3 (Brandenburg, 1993).

�! réduction de 90% de la taille d’un fichier audio
(par rapport à la taille d’un fichier “wave” enregistré à 44.1 kHz)
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Compression avec pertes

En ce qui concerne les images, on peut citer:

la pixellisation: procédé simple qui consiste à moyenner les couleurs
sur des pixels de tailles plus ou moins grandes:

le format jpeg (“Joint Photographic Experts Group”, créé en 1992):
savant mélange de plusieurs ingrédients...

Et finalement, pour la vidéo:

le format mpeg (“Moving Expert Picture Group”, créé en 1988)
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