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1.1. (a) La métrique s’écrit en coordonnées polaires sous la forme

g = grpdr? + gredr dO + gepd6?

ou las fonctions scalaires g, grg €t ggg expriment les produits scalaires entre les champs
de vecteurs cordonnées %, % selon les formules g, = g (%, %), grg = g (%, %) et ggg =
g (%, %). Alors ’exercice consiste & expliciter ces fonctions g, gr¢ €t ggo en fonction de r
et 0.

La paramétrisation du plan en coordonnées polaires,
(z,y) = p(r,0) = (rcos,rsinf)

fournit un systéme de coordonnées locales et les champs associés sont

0 0
i aigo = (cos#,sinf)
r r
et 5 P
50 = 87890 = (—rsiné,rcosb).
Il reste a calculer tous les produits scalaires (avec la métrique euclidienne) possibles entre
ces deux champs de vecteurs. On trouve finalement

g = dr? +r*de>.

Deuxiéme solution: On part de expression g = da? + dy? de la métrique Euclidienne dans
les coordonnées cartésiennes. On exprime z,y en fonction de r, 6 comme avant, x = rcosf
et y = rsinf et on calcule

dz = cos@dr — rsin 6dé,

dy = sin 8dr + r cos 0d6,

puis on remplace dans l'expression g = dz? + dy? pour obtenir
g = dr® + r?de%.

La meéthode est similaire puisqu’on dispose d’une parameétrisation de la surface donc d’un
systéme de coordonnées locales. Les champs associés & ce systéme de coordonnées sont
donnés par

a% _ gi — (1" () cos 0, 7' () sin 6, 2/ ()
et o S
%= 80— (—r(u)siné, r(u) cos §,0).

On calcule ensuite les produits scalaires entre ces champs. En utilisant 7/(u)? + 2/(u)? (qui
traduit I'hypothése que la courbe «y est paramétrée par longueur d’arc), on obtient

g = du® + r(u)?de.



1.2

(¢) Pour pouvoir rappeler la métrique de S sur R™, on utilise I'inverse de la projection stéréo-
graphique,
p:R" — S™

Cette application f (https://fr.wikipedia.org/wiki/Projection_stéréographique) s’explicite

et on trouve )
2y |yl -1
o(y) = 5 5 :
(!y\l +1 fyl”+1

La métrique que 1'on cherche est alors g = ¢*gsp ou plus explicitement,

gy(u,u) = (gsp)w(y) (dysp - u, dyep - u).
On doit maintenant différentier . Calculons d’abord la différentielle de ||y||*:

i‘tzo ((y,y) + 2(y, v) + (tu, tu)) = 2(y,v).

d d
dyHHQ'U = %‘tzo\\?frtu\\z = @‘t:()(yﬂv,y”@ =a

On obtient donc:

p _ 2u dy(u, y) 4u, y)
yp U= 2 - 2 2 2 2"
lyll+1 (lylI®+1)* (lyl"+1)

Il est maintenant facile de calculer ’expression de g; on obtient

2
4 |full

ol ) = 1

(d) Le raisonnement est similaire; on trouve cette fois

) < 2a%y <1 2a2 ))
o) =—5——.a(1-—F5—
lyl? + a2 IlylI* + a2

4a? Jul”
2 2)%’
(a2 + Iyl

On rappelle tout d’abord que I'ensemble sur lequel on prend l'inf n’est pas vide, c’est-a-dire
qu’étant donnés p et ¢ dans M, il existe bien un chemin qui joint p & ¢ (autrement dit un espace
topologique qui est & la fois connexe et une variété différentiable est connexe par arc). Ensuite on
peut régulariser un chemin continu pour le rendre C' (par un argument de densité). Admettons
tout ca et vérifions seulement que d, vérifie les axiomes d'une distance.

puis

gy(uvu) =

(a) dg(p,q) = dg(q,p) est évident puisqu'un chemin de p & ¢ se transforme en un chemin de ¢ &
p de méme longueur en renversant le sens de parcours.
(b) Fixons trois points p, ¢ et r de M et vérifions I'inégalité triangulaire. Soit ¢ > 0. Par
définition d’un inf, on sait qu’il existe un chemin ¢ joignant p a ¢ et un chemin ¢ joignant
q a r et tels que
l(c) < dy(p,q) +¢ et I() <dy(r,q)+e.

La concaténation des chemins ¢ et ¢’ fournit un chemin de p a r de longueur I(c) + I(c).
Ainsi
dg(p,7) <l(cUd) =1(c) + () < dy(p,q) + dg(q,7) + 2.

Puisque € est arbitrairement petit, cette inégalité suffit.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Projection_st�r�ographique

(c) dg(p,p) = 0 est évident.

(d) Le point délicat de I’exercice consiste & montrer que si p et ¢ sont deux point distincts, leur
distance est strictement positive. Prenons donc une courbe ¢ de p & ¢ et montrons que sa
longueur est uniformément minorée.

On dénote
B:{xGR”:Zx?<1}
(2

Dz{xéR”:Zx?ﬁl}zE

Sz{xGR”:Zx?zl}:B\D.

)

On peut choisir une carte (U, ) de sorte que p € U et ¢ # U, ¢(p) = 0 et que o(U) D D.
Noter que ¢~ !B est ouvert car B est ouvert et ¢ est continue. Noter aussi que I’ensemble
¢ !B est compact (car ¢! est continue et B compact), donc il est fermé (car M est
Hausdorff). On conclut que p=1B = ¢~ D.

Soit v : [0, 1] — M une courbe différentiable tel que v(0) = p et v(1) = g. Soit a le premier
instant ¢ tel que (t) € ¢ ! B. On remarque que v(a) € ¢~ !B, mais v(a) € ¢~1B = ¢~ 'D,
donc y(a) € p~1S.

Nous allons trouver une borne inférieure pour la longueur de 7jg,. Pour ¢a on peut
raisonner dans la carte. On considére donc la métrique h sur ¢(U) donnée par h = ¢~ *g de
sorte que maintenant, en plus d’étre diffeomorphes les ouverts U et ¢(U) sont isométriques.
Il est donc équivalent de mesurer des longueurs dans U avec g ou dans ¢(U) avec h.

La boule fermée D est compacte donc il existe une constante A > 0 telle que pour tout
x € B et pour tout v € R”,
N [lull? < ho(u, )

(les normes sont équivalentes et la constante ne dépend pas du point par compacité). On
note enfin 3 la courbe ¢ o 7jg 4. Alors

l(y) = /O Gy(s) (7 (s),7' () A1
N /0 Vhaw (B(5), B (s)dt

/ " 18 (s) Pt
A.

WV

>

1.3. (a) On va donner deux fagons différentes de montrer que f est conforme si et seulement si
p=0,-1.

e Premiére facon:
Calculons d, f, en utilisant le calcul de la différentielle de la norme au carré effectué
dans l'exercice 1.1 ¢) et la régle de dérivation en chaine.

d _
dof v = Tl f(a+t0) = [Jol 0+ 2pla] P (@, 0)a
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Ceci est I'identité dans le cas ol p = 0 et est une réflexion & travers un plan perpen-
diculaire & 2 multiplié par une dilatation par ||z||~2 si p = —1. Si p n’a pas une de ces
deux valeurs, alors f n’est pas une similitude, et ne peut donc pas étre conforme.

e Seconde facon (Cette approche est plus Riemannienne que la premiére).
Notons y = f(z), y* = f*(z) et Eucl la métrique Euclidienne. Si on note g = f*Eucl,

alors
0 0
95 = (f« <(9:EZ> S <8x3>>
B <8f“i afr o >
Ozt Oyr’ Oxd Oy
_opor, 0 0,
~ Oxt Oxd Oyr’ Oy
_ oror
~ Oxt oxd M
of s
Ozt Oxd”
On a f*(z) = ||z||*P=*, par conséquent
o 9 2P\ 1 2p sk __ 2p [ sK
g7 (&) = g Ulzll™)z” + l=[[7e" = [|z|™ { o; +2PH |\2
Donc on obtient, en posant r = ||z||

ik xd gt
g5 = ™Y <5§‘+2pr2 > (6f+2p > )
o

H 4p? o
= gt E <5f5f+2p5f “x v —I-Zi(ac")%’x]).
r
n

Si¢ # 7, alors

7 4p?
o 4p Lrx p
=r
Gij (Pr

Si¢=j, alors

4p+p?),
gii =1 <1 + (pr2p ) (:CZ)2> .
On a donc que p = 0 ou p = —1 si et seulement si g;; = r4p5ij ce qui est bien la
définition de métrique conforme & la métrique Euclidienne.
(b) Soit
4w
gy(u, ’LL) =

(1+10l?)”

3.

Si p = —1, Papplication f devient f(x) =

Il

Il s’agit de montrer que f*g = g.

Par le point précédent, on a que df -v = (v — gfzy) x) . Donc:

1
ll=[1* [l=[[*

1 46ij . 4(51‘]‘
(F"9)is = <<1+ |\y|!2)2) = W+ P

ol on a posé ||ly|| = ﬁ




1.4. Fixons donc deux systémes de coordonnées !, - - -

de la métrique

;™ ety -+ 4™ On a donc deux expressions

g= g gijdx’ dx?
ij
et
_ = datdagd
9=">_ gijdy'dy
]
associées aux deux choix de coordonnées. Ces deux expressions sont reliées par la formule de
changement de coordonnées des tenseurs vue en cours :

. ox¥ Oxt
gZ] = Z gyﬂi‘i"
0yt oy

On reconnait d’ailleurs la formule de changement de bases pour les formes quadratiques. Notons
en effet A la matrice de terme général

ox”
a¥

i :Byi'

La formule de changement de coordonnées se réécrit de maniére synthétique

(gvu) = At(!fij)A'

On a donc

Vol, (U) = /1/\det(gw)|da:1~-d:z”
U
= / \/|det At(gi;)Aldx! - - - dx"

= / det(A |det(glj)|d:13 < da”.

On reconnait la formule de changement de variable pour les intégrales (det(A) étant le jacobien
du changement de variables). Ainsi

Vol (U7) = /U Jidet(gip)ldy -~ dy”

ce qu’on voulait.

1.5. (a) On considére une application "changement de paramétrisation",

file,d] = a,b].
On peut supposer que f est croissante (sinon l'exercice se traite de la méme fagon). On a
alors 76 f = f/()3(f(£)) donc ||y6 || = £/() IF(F(E)]] (f est croissante) puis

[ esa
— /f VA CF()] dt

aprés avoir fait le changement de variables associé & f.

I(yof)



(b) L’énergie n’est pas invariante par reparamétrisation. En effet les deux courbes (dans R)
définie par

m: [0,1]] — R
t —
et
Yo ! [0,2] — R
t — %

ont méme image mais E(y;) = 3 alors que E(y2) = 1.

(¢) On a, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

b 2
02 = ([ rena)
b ) b
< [l [
= 2(b—a)E(y).
L’égalité a lieu s’il y a égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwartz, c’est-a-dire si les fonctions

t — [|¥(t)]| et t — 1 sont proportionnelles, autrement dit, si 7 est parcourue & vitesse
constante.



