


Variétés Riemanniennes
,
17.03.20
-

Pappé Une couueetiona-ffi.ve
sur une variété M est une appli .
T : l'④ x t' (a)→ TLM )

¥9 '
pt est LR- bilinéaire

2) tt est CTR) - linéaire par
rapport à la le" variable :

tqt = f- Et tt Xie
FILM)

3) Leibniz :

Elf) = fftt.NL) - Y
.

- . _

Torsion T = To : t' (a) × PCR)→ MM)
TCX

, 's = Et - EX - [ X,



Exercice T est tensoriel
,
i.e.

→ a) - bilinéaire

Théorème (de Levi-Civita et917 )
Si ¢, g) est une variété
(semi)- riemannienne alors il existe
une unique connection T telle que
4) tt est symétrique (to )
5) test g- compatible :

Zfglx ,D) = g. ( Ex , e) + GCXEE)
-

autre écriture

ZLXID = LEE ,Dt -LX
, très

Terminologie tt = connexion de Levi-Civita
de
g (f- Connexion Riemannienne , Canonge)



Prenez Unicité : les conditions (i ) à (5)
⇒peucoovdouue-esg-digij-t.is?GmktfI9im

compatible-et
t =p! ( symétrie o )

En percutant les indices i
, j' te on

a trois relations ⇒

ti? §?
"(qq.at?9iie-Qa9i;)

cela prenne l' unicité
.

Existence : Oudèfiv par
la formule ci-dessus (formule de
chrstoffd) où les symboles de
Æ sont douuèspar

tais = ?! on



Dans un système de coordonnées
.

Mais cette connexion ne dépend pas
de choix des coordonnées

,

donc
elle est définie globalement su M

#

Vaniteux-
Ona

× ⇒ Ê' tqt ,⇒+4,7¥
et
y (x.⇒ = ftp.z > + L'XYZ)
ftp.z-7-KXB

, -27+44%2-7
ZLX , = LEX, t LX

, Tzt)

qz.rs - txzz
,D) +CHEZ> -

EX
, ED)



(a) + (b) - (C) → Formule de Koseet

2 (Et
,
⇒± X ⇒ t YLZ

,
×>

- ZLX
, Y) t.CZ ,

[×
,

- (X
,
Et

. -23) - Lt , [x. ES )

Ceci entraîne l' unicité de tt

(car cette formule détermine le
correcteur de t'M

d# = LEX
,
Z)

et
a = #4h

, VIE À
-

Existence : On définit par la

formule de Koszd .

Onvérifie que
F ainsi dèfiw est une connexion et
qu'elle est sauf torsion et compatible avc g

#



Renaux Fonde de Karl ⇒ Clenstoffd
( directement )

ou pae X=Oi=¥
,
F- Oj ,

7-Ok

Eli
,
d-D= 0 etc

.

Alors tout dit

24%9,0e) = di Ediles + foi .de )
- - de LQ;D;D

= di 9jktdjgik-QG.is'(
= . an

,

= 2 Gmt ' tis
ew

on multiplie par g et en

somme sur M
.



§ transportaient
Pbnaïf L'espace tangent TPM à une

variété M est une construction abstraite
.

Comment "

comparer
"

Tp R et Tqt 2
(p # g) .

.

¥ I
"

"
"

En gèon . diff z carte de pa

ü¥ëËï
"

P est obtenu par transport parallèle
-le long de la courbe 7 à partir de v

si il= 9. , à = 91
,

à St ETRE, M



où Se e Tzu, M vérifie

ÊOf tte
-

(on dit que la dérivée covariante
du champ S esta

Formations Notation : Soit

t :[a. b)→ M ,
courbe

,

E

(reliant p à g) On note

Tj = f2 :[a.bz→TM ( 2ft# Met
= l' ensemble des champs de 2 diff}
vecteurs le long de 8

.

ËËË



Remarquez ① Tj est un R - espace net.
et est un module sur Gta

, 5s )

2e f et he étais] )
⇒ t ↳ htt) - t.ee IAM

② zlt.tt He) ¥ LE Lt
,

Ü > et

TH.tt He)
-

Définissez Si t :[a.bz→ M est
une courbe C et se tf est un
draps c? alors on note

Est = tsais



On a donc une opération
tt = ¥ : t → t

5 ↳ ft ts Fest )
qui s' appelle la
dérivée covariante (de 5)
le long de ×.

Dèf y En particulier
Et = Tjs = accélérationcovariante

2) Si on dit que

restée
par tt



Théorème fait (M , f) une variété

C munie d' une connexion T

Par toute courbe 2 :[a , → R
reliant f- Ka) à q = Kb )

A
et par tout Ça c- TPM
il existe un champ § et
uniquetdqeso

= § e Tp MES+=0,V
ÏÆËëü"



8 :[QD-3 MÆah On note parfois

{ = Ie Î = Ir
,
+
Î

- Ê= Condition initiale
- Ie § est le transport parallèle

de s
.

-

observer qe

P : Tp M→ t
On note aussi

I
,
a Ig : TPM → Tqt

Ê→ Se
p = Ko)

E- Ki )



Irene du théorème
-

:

On applique le théorème d' existence
et d' unicité des solutions des systèmes
d' équation diff . d' ordre 1 linéaires

.

En coordonnées l' équation tes =o
s' écrit

si { = Êàtt) di (octet)
alors

a- VIS = ÊÎ !@lttdi ) =

=ÊÈ)
= Ê

,@itttditaiEII.lxtDf
= § ( àkt Ê

,

air! ) de = 0



On reprend ce calcul :

• = tt St
, { = [ aide.iras

à
* = [ x. Ïdj ,

(si t.lt ) -1×41
,

- -

,
XYH ) )

⇒

e- Es = ÊÎV
,"! àoi ) =

IÈÈ
, E. laid:) =

§. Ï ( airai. + @ ai ) . Oi ) =

¥
,

ici
_ tout ? üo .

. = o



⇐

• = [(¥ ai lift à ) de
Dae

E 5=0 ⇒

e-ruina f¥÷%Ëxdiff de ④
transport _-

parallèle
Avec coud

.

initiale

d'(a) = ke
"

composante de §
⇐ E- Eater .

Le système de EDO ⑦ est lièvre
en a= (al

,

- . . . a
"

)



On a donc existence
d'
unicité

de la solution par ta t
CQFD

.

Remarquez : On a utilisé que

I. xiiojh = ff = à
par

le = htt
.

à la ai

Car
-

Çxioj = JAI
⇒ ¥

.

= Zi
.

Fin par aujourd'hui


