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THEOREME 2.4. Le groupe Gar (identifie a un sous-groupe de Cl) est soit

(1) le groupe trivial {1}, =
(2) le groupe d’ordre 2, us = {£1},
(3) le groupe cyclique d’ordre 3 p3 = w% = {1,ws, w3}, avec w3 = —% ek i@,
(4) le groupe cyclique d’ordre 4, gy = i% = {£1, +i},
(5) le groupe cyclique d’ordre 6, g = w2 avec wg = % + z@
De plus, il existe vy € C* tel que —~— ‘_.
- 81 GY =, |
[' =%(Z + Zws) = Zyo + Z’YOW&/
- S GO = M4,
I' = %(Z + Zi) = Zro + Zyot, /
- 51 GO = K6,

[' = 40(Z + Zws) = Y(Z + Zws) = Zryo + Zryows- /



THEOREME 2.2 (Fedorov pour les groupes de rotations). Il existe 5 classes d’isomorphismes
possibles pour le sous-groupe de isometrie directes Gt C G d’un groupe cristallographique.
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Ainsi ( apres ces substitutions) on obtient que G est (isomorphe au sous-groupe de
Isom(R?)) engendre pax T (T) et pa&Ga; c’est a dire soit
~ (1) le reseau de translations T'(I') pour I' C C un reseau,
~ (2) le groupe engendre par la rotation lineaire <10 €t le reseau de translations (1),
veag (3) le groupe engendre par la rotation 7., et le reseau de translations T'(I") avec

I =7+ Ly,
~ (4) le groupe engendre par la rotation r; et le reseau de translations T'(I') avec I' =
7.+ i, — N

@, (5) le groupe engendre par la rotation 7, o et le reseau de translations 7T'(I') avec
w L SRS
I' =7+ Zwg = 7 + Zws.



DEFINITION 2.10. Soit G un groupe cristallographique contenu dans Isom(R2)T (ie.
G = G") et P un pavage associe. On dit que P est de type pl, p2, p3, p4 ou pb suivant
que ’ordre maximal d’une rotation contenue dans G est 1, 2, 3, 4 ou 6.
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4.5. Optionngl: formulation en terme de groupes abstraits. En termes de
groupes abstraits@est isomorphe a 1I'un des groupes suivants

(1) isomorphe a Z2,
(2) le produit semi-direct {£1} x Z2 ({41} agissant sur Z? par multiplications),
~ (3) le produit semi- dlrec 7 + Zws w% agissant sur Z + Zws par multiplications,
~ (4) le produit semi-direct iz 1, 1~ agissant sur Z + Zi par multiplications,
g
< (5) le produit semi-direct wZ Z + Zwe, wZ agissant sur Z + Zwg par multiplications.
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(1) z2,
(2) le produit semi-direct Z/27ZxZ?, 1 (mod 2) agissant sur Z?* par la matrice (

(3) le produit semi-direct Z/3ZxZ?, 1 (mod 3) agissant sur Z? par la matrice
(4) le produit semi-direct Z/4ZxZ?, 1 (mod 4) agissant sur Z? par la matrice

(5) le produit semi-direct Z/6ZxZ?, 1 (mod 6) agissant sur Z? par la matrice

_o = O = O




DEFINITION 2.2. Soit G € Isom(R?) un sous-groupe d’isometries tel qu’il existe une
tuile P telle que

PP,G)={g9.P, g€ G}

forme un pavage du plan. On dit alors|que G est un groupe paveur.

I% = Gv'ov‘)e,

— THEOREME 2.5. Soit G un groupe paveur de pavage associe P; soi s0n groupe
d’isomelrics. Alors P est un pavage requlier (ie. Gp est cristallographique) et G est d’indice
fini dans Gp. Par ailleurs le theoreme de Fedorov est valide pour G: G appartient a 'une
des 17 classes d’isomorphisme de groupes du Theoreme de Fedorov et GT est isomorphe a
['un des 5 groupes du Theoreme 2.2.
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THEOREME 2.6. Soit G un groupe paveur et Ty son sous-groupe des translations. Alors
Ta =I(1') est un reseau de translations: il existe vo,v1 € I', R-lineairement independants
tels que I' = Z.~yg + Z.v1. En particulier P est un pavage requlier.
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LEMME 2.4. Soit G un groupe et K C H C G des sous-groupes. Alors les conditions
sutvantes sont equivalentes:

(1) G/K est fini.
(2) G/H et H/K sont finis.
deplus, on a la relation entre cardinaux

G/K| = |G/H]|.|H/K].

P\r-e/vwc, : O_XQ;\,c/igo.—. D
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PROPOSITION 2.5. Soit I' C T C R? deux reseaux contenus 'un dans lautre, alors le
groupe quotient (T’ est commutatif) T /T est fin.
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DEFINITION 3.1. Soit G un groupe et X un G-ensemble. X est un espace principal
homogene sous l’action de G si

(1) G agit transitivement sur X : pour tout x € X, X = G.x.
(2) Pour tout x € X, le stabilizateur G,, est trivial.
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ProrosITION 3.1. Soit X wun espace principal homogene alors pour tout Py € X,
Uapplication
te(Py):g€Gr—g.Phe X

est une bijection. En d’autre termes pour tout () € X, il existe un unique g € G tel que
g.P() = Q

L’application te(Py) est meme un isomorphisme de G-ensemble pour G agissant sur
lut-meme par multiplication a gauche.



PROPOSITION 3.2. Soit X un espace principal homogene sous l’action de G. L’application

G Bij(X)

t°'g — tg: P —g.P

est un morphisme de groupes injectif. Son image
ta=T(G)~G

est appelle le groupe des translations de X pour ['action de G.



DEFINITION 3.2. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie sur un corps k; un
espace affine X sous V' est un V-ensemble (quand on voit V- comme le groupe additif (V,+))
qui est un espace principal homogene; on dit que V' est la direction de X. On notera cette

action additivement:
VxX — X

(7,P) — T&P

Ainsi on a
T4+ @) OP =70 (TP P).
Dans cette egalite le premier "+ est la loi d’addition dans le group (V,+) et les trois "®”
suivants sont relatifs a ’action.
— Le groupe des translations de X sous l’action de V sera note

T(V)=ty={tg: PnX U@ PeX, veV}CBij(X).
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DEFINITION 3.3. Soit X un espace affine de direction V', on defini la dimension de X
comme etant la dimension de V :

dim(X) = dim(V).

Un espace affine de dimension 0 est un point; de dimension 1 une droite; un espace affine
de dimension 2 un plan.

Un exemple evident d’espace affine X sous V est I’ espace vectoriel V' lui-meme !
D’autres exemples sont donnes par la notion de sous-espaces affines

DEFINITION 3.4. Soit X un espace affine de direction V' ; un sous-espace affine de X est
l'orbite d’un point P sous l’action d’un sous-espace vectoriel W C V
Y:=P+W={P+w, weW}
On dit que Y est le sous-espace affine de direction W passant par P. On adimY = dim; W.
Un sous-espace affine de dimension dimY = dim X — 1 est appelle hyperplan affine.









