


Géométrie Riemannienne
,

le 24.02-20
-

Je suggère de lire les § 2.2
,
2.3 et 3.3

(quand vous avez le temps )
-

Rappel la dérivée covariante est

tope- rater

¥ t -str
défini par

EX = Ex A- Af )
( f- IX :[a.b-STM ( Atta, M 4)
On va redémontrer la formule qui
calcule ¥ en coordonnées locales

.



Soit ¥ = bs.lt#xjEtz
On écrit

Xp = JAI = Ii¥ = J'¥
Alors

t' = f.Y = EY = ¥1bio;)
= Xlb;) t bj ttxfxj
= Hb;) -¥, t bit.io#.(fxi)--Xlb
;) . ¥ t b-

,

-Ï ¥!# )
= ¥.

+ § - Ë - ti! ¥



or X ( b;) avec A- JA , i
- en

t est une courbe qui représente X
⇒ X (b;) = ¥ b. Cotti ) = ÈEBH )

= bi.
Ainsi

f-Y = bi t bjxi ?! ¥,

µ Et = ( bh + ïbi ) ¥.
(dérivée covariante en coordonnées )
cas particulier : l' accélération covariante
est ¥ =p ïkx t' xiii )¥



Levine ¥ : Tr-str vérifie

D VI est R- linéaire

e) teh X ) = ¥. .
Xt b. EX

( the Etats
,
R ) )

3) Si F est compatible avec vue
métrique g Leg .

si E- Levi-Civita))
alors

Si X.te Pr ⇒

¥ =g(Exil +
91K¥ )

Prog Exercice .



th ( Transport parallèle )
Sat t :[o.is M cube C et Juve

Couesnon sur M
. Alors tt se Tp M

(Exo)) il existe Xie tg tg
X.= S et VIXE 0 .

De plus X est unique .

Prouvez Ou se ramène aux théorèmes
sur les EDO

,
linéaires

#



Autre point de vue :

Soit z:[o
, D → M

,
de classe C

"

alors

le transport parallèle définit une
application (linéaire )
F- PI : TPM → Tj (F-Hot e- M)
tq .

1) ? : TPM → Tp n est l' identité

e) ff5) est parallèle tt se TPM
A-e. Te D= 0 )

.

Preuve de l' existence et l'unicité de P :

¥ donne n champs
Z
, ,

-
- -

, Zu e Pr
tt ⇐ ftp.i.zdtd est une base
de ta, M ,

ft
.



(ou dit que Z
, ,

-

: Zu est un repère
mobile le long de T

.

°

"ËË=Ë
On note

De = (diltt )
(on cherche une équation par la
matrice de transport parallèle dans
la base Z

; A) :)
Posas
p ( z

, @D= Pitts - Zpelt )
on a

• = ftp.?ZpeI=PI7etPi?teZr
= Zut TI . di Z

;



Ë fini + pied! ) . -4=0
le

⇒ ' te

= - P! D;
⇐ d-| = - P -D / ?- Id .

De n me sur les
systèmes d' EDO

.

linéaire nous

donnent l' existence et l' unicité

de
p :[o

, D→ MDR)
#



Conséquence
Toute base Si

,
- -

,

Sa C- TPM
se prolonge en un rèpève X

,
Xu

mobile parallèle
i. e. X. (a) = Si

, t'X. = 0

De plus si T est compatible avc g
et §

,
Su est orthonormé

⇒ ×
, ftp. - , Xnft) ETHHM

est orthonormé Et

¥È



§ 3.5 Formule de variation première

(pat
- -

Sait M une variété
, g = métrique

Rien
.
sur M

et se :[a.b)→ M une courbe C
?

Question calculer la variation de

llat-sabkxtxldt-S.abgli.net
par une perturbation infinitésimale
de t

.

Notation classique : della) = ?

Déf Une variation de t est une

application F
Q:[a.bzxfç c)→ Mt.q.QLt.co) = Ht)

,
tte [ait

.



on note parfois Xslt) =Qlt ,s) , c'est
une famille à un paramètre (s ) qui
déforme la carte T = t

. .

la question est donc

¥ !
⇒

Urs ) = ?

Lénine Si on note

¥+=¥Ê , ¥=L %
alors

¥ (¥ ) - t:(¥ )
t

Explication heuristique
-

on devrait avoir

¥47) - tqt%) -4K¥,
f- o

t



Par prouver le lemme vigoureusement
ou se donne de coordonnées locales
au voisinage de HH e M et

on pose

¥ ¥:* . I¥Ë¥
=3

¥!¥tË¥¥ )

= ¥! t

=%ÉË¥ËË÷
.



⇒

¥
,

t.la?Ii-tiiIEsIIlExx
On a une expression semblable par

¥
.

#-)
on fait la différence et on

utilise ¥
,

= Il
⇒ la différence est mlle

#

Lenin On suppose que KJHIK # 0
Ht

.

Alors

¥! t !Œ¥¥s¥11 - dt

t



Trey On a

Urs ) = {bu idtsk = {Il ff4,sskdt

⇒

¥ eux !:# ¥ toit
= {¥ . h¥¥T de

Ï¥ÊËË¥.a- = !÷ËË⇒
= !ÆÊ dt

K¥4
#



Théorème (Formule de Variation le
"

par la

longueur )
Soit t:[a. b)→ M

,
une courbe c

'

dans la variété Riemannienne (M
,g)

pavane à vitesse constante G- o )
.

Alors par toute variation Q de T
on a

¥! = Et is! -
III. Eisdt]

Trey On fait une intégration par

partie dans le lemme précèdent .



( ici b- lls) = Sabkilldt )
Prouver puisque t est à vitesse
constante

,
on a

les-a) -Kira (⇒ TÉ ¥,)
le leurre précédent dit que

¥! est-ELLE?#soit
" ¥ 2¥ ,¥ > = LEI , ¥7

Donc

+ 4¥
,
f- ¥ >

Élus)=¥É¥¥¥H¥E¥D*



⇒

**¥:*! -
1¥.

Doit
-

#

Corollaire y est un courbe critique
par la longueur
⇐ ¥1 lors)=o patate variation

so à extrémités fixées
⇒

f. j-ofi.e.hr géodésique)



¥ :ËËÏu÷÷÷ .
r est critique par %)
⇐

ça,¥ ,
qisdto

patate variation Q à
extrémités fixées

.

car

¥ (a. o ) = 0= ¥ (b. o )
Lemme de Dubois Ragnar
⇒ VIE 0 .

Réciproquement , si VI Je ⇒

#follow par toute variation à

extrémités fixes #



Corollaire Soit T :[a.bz → M

est une courbe C
?

qui minimise
la distance ente un point pe M

et une sous - variété Ne M
.

Alors test géodésique et est
orthouogale à N

.

Preuve -
-

a Ivanï -

On a t:[QD → M
, tg t =p , q

GEN tg
lls) = min Il se retire p à N )

En particulier 2 est de longueur
minimale de pàq ⇒ test

géodésique #8=0 )



la faute de variation l" ⇒
'

a- ¥4 -

- ÉK ¥4!! t À
=D

Par toute variation Q de t tg
i) 4/0 ,

s ) =p
,

tt s

ï) 411,5 ) e N
(ou considère toutes les courbes reliant

p à un point de NY
.

⇒ oq
g- (go) =

O E Tp M{ ¥11,0 ) e Tgv
(car 911

,
s ) EN tt s )



E- ¥!la [ftp.onffhoD-L#o,os.ffGoD-%dD
= 0

⇒ Œ,¥ho
patate variation 4 vérifiant
les conditions ( in = ¥11,0 ) )
⇒ Lien

, y > = o

Hye Tsu ,
N = Tgv

Donc test orthogonale à µ
eu q #


