


Introduction à la géométrie Riemannienne, cours du 31 mars 2020

§ " l'applicahérexpouewtiellettaopdUne géode d' une variété

riemannienne (M
, g) est une courbe (E)

t → M telle que tes =Tjs ± 0 .

localement (dans un système de coordonnées
( xi ) ) vie géodésique est solution du système
d' Edo iik + Ë

,

t? ïxi = 0
(le système non linéaire ) .

le théorème d' existence
,
d'unicité et de

dépendance différentiable des solutions d'un
système d' EDO entraîne le

Théorème Il existe un art maximal
De IRXTM

contient Lojxtn tel que



pa. tout (p ,v) ETM il existe une

unique géodésique

¥. =D:{→ M t.ee .

tu =p , tu = v
ici

7.EtteR / ftp.vse-D }
REI Décale de la théorie des FDG
tenue Par o ça ± 1 on a

tait ) = WAT ) (Atef)
Prof On pose • A) = tkt )
alors 5 est géodésique car

tai" = %.

Hit = d' f. si = o



et éco) = ¥ z (A) =78f)
= d. v

Donc SH) = l' unique géodésique tq .

6 ⇒
,
ÔCO)⇒v

.
Donc

84Kfr41
" Htt = qqn } ËHK t)

*Corollaire :

Etape M
,

il existe un ouvert
étoilé Slp cTpr

,
contient oetptl

et une application
expp : Rp → M

telle que tt ve tp et a ETE 1

on a plt) = exppl.tv )



De plus il existe un aient Up crp
contenant oe Tp M et tq .

expp est un difféomorphisme
Up CTPM → expptllp) all .

Renaux expp (V ) = Tu

Prenne Ou définit
Slp = I veTpM I I E Jp

,
on |

=L veTpr ( E ,Rt) e- D }
le lemme précèdent ⇒

1pct M est étoilé
depuis 0

⇐¢;! Hiver)



Par mort veu qu expp est un diffêo
local (au voisinage de 0 C-Tpr) ou
Vé vivre que

dfexpp ) c- End (Tp M)
0

est inversible (ou applique alors le théorème
d' inversion locale )

.

On a en fait :
dexpp! as = # f⇐§xppXxH) )
à xttt vérifie des=p , à = v

( ici XIH = courbe dans TPR . )
on prend xlt) = t.ir , alors

déxpp )
.

G) = ftp.exppltvt-offp.qtt)
= Je) = v



On a montré que

expp : Rp CTPM → M

vérifie
d'⇐pp ). =(Id :Tp R -sta )

(on identifie

TOTPM =Tp M )
#

Définitions
-

D Etg) est géodésiquement complète-
-

si toute gèodénqe z de M se

prolonge de -• à + a
⇒ D= RXTM

(⇒ Rp = Tp M ttpe M

.



⇒ le
_
rayon d' injectivité de g)
-

en pe M le rayon maximal des

boules de Tpr à expp (M) est un

difféomorphisme .

ix.g)CPI = iglp)
⇒up IS> of Blog) c TPM est

contenue dans Rp et

expp :DG.g)→ exppCBG.SI )
est un difféomorphisme }

(le corollaire précédent ⇒ iglp, >o
tp )
as ↳ = üfÜGD

=Rarardliujectiuteg.ba/(ig--oest possible )
.



Corsèqenceinpoutartetartout pe M il existe un voisinage

Vp et tel que

expj
'

: Wp → Tp M est

bien définie et un difféomorphisme
sur son image .

Si e.
,
-

, en e TPM est une base orthonormée
alors il existe un système de coordonnées

défini sur Wp par
(x'
,

- .

. x
" ) = coordonnées de q e Wp

⇐
q = expp (Êxie ;)

Déf Ces coordonnées sont les
coordonnées normales de Riemann
-



Propriétés Dans le coordonnées

n(en p ) on a

%-
C) = dij ,

dotii
⇒ G) = 0

et

%) = 0
.

• On dit que la nètnqe g ; ;
est

osculatrice à di, en p (dans ce

système de coordonnées )
(on dit que g., est inertielle en p )

Remarqué d' gij ¥ o
en général

→ lien avec la courbure de la
variété g)

.



Parqué l' exponentielle ?
-

:
.

Exempter M= SEULE)=L# EIKH }
et p = 1 = Itio es

?

Alors
Tpf = 1- + UR

¥¥
,

"EE exquis

Exemple Si M = G c Glen est

un sous-groupe fermé ( c'est toujours
une variété ) et si g est un métrique
Riemannienne bi - invariante alors

x

exp
,

Lt A) = [ ¥
"

teo te!

Ça n'est pas évident ) .



Exemptes Soit M = IR
"

, g= (Gi;) métope
euclidienne standard

.

Alors

expp (v) = pt v

(après identification de TPR
"
avec R

"

)

Exerptele le rayon d' injectivité de la
sphère unité S" <Rnt' est a-

In

kntatptp ,

La
-p

théorème ( lemme de Gauss ) Poupe g)
On a

(i ) AveTpr , lldlexpp)fr) Il = Kvll
) HYWETPM} ⇒ déxpp)

,
G) tdexpphlw )

VLW



Trang :(i ) par calculer d@pp )µ )
on remarque que

¥) d@g)✓ (v ) = ¥!
»

expplvtsv )

(car 6 = rtsr e TPM est

une courbe qui représente le vecteur

✓et#M ) = TPM
(re) > r

,
= r ) donc

dfxp.vn -_¥! Ppt" ) )
.

Or
expplvtsr) = expp Dr )

= Tr ( Its )
Or on sait que Ujpest constante car
c'est oie géodésique



Donc

Il dlexpp) Il =p¥! +sont

= k¥-4
.

Hull
= Il Jesu = MII

(ü)

*E÷Ëüï÷
Par calculer d pp ! @) on se donne

une courbe dans TPM ( en fait dans Rp)
6$) tq .

d)= V
, ÔYO)= W .

On suppose vtw

(on peut aussi supposer que HVIKHWH )
.



On peut donc prendre
5 = ces 6) - v t Sing) -w

alors Sof) = v
,
éco ) = w et

donc 66) représente we Tv f-Tpr)
Maintenant on considère la variation

(famille de courbe )
%

, f) = expplt.rs) )

Remanie Toutes les courbes

tt ds A) = 4Gt)
sont géodésiques et de même vitesse
( àdo) = 8 = vtsiu w )



⇒ Il Il = kvK@rKvtt-Hwll.vtw )
On applique la formule de variation le"

par la longueur :

a- ¥ liste? . ËÏ ! ¥
or tt à = 0

à

et ff ( s , a)= 0 car 96 ,
a)=p As

Donc

a- ¥" = Êtes , ffco.us
Mais DQ
Et la D= dfxppj.lv )
29
g-loi) =

d @xp
,
)r(w)

Donc ces deux vecteurs sont t
#



Sigvfcatiadulewnedecrassl'

image pour expp : rpctptl -3 M

des rayons issus de o e Tp M
et des sphères centrées en o e- TPM
sont des courbes et hypersufæs
de M qui sont orthogonales .

Æ¥ËEË
.familles]

orthogonales
.



Remarques
Flemme de Gauss justifie les

propriétés des " coordonnées polaires "

sur M
.

a) le lemme de Gauss ne dit paf

que

dlexpp) r : TPM → Tg M
(q = expp d) = [① ) est une isométrie

(on n'a pas généralement

µ ggldlxq.WS?dlxpp)v(2 ) )
-

= gpls, 2)
Hs

, zetptl


