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Chap. 4 : Courbure
-

§ Et Le tenseur de carbure ( de
Riemann-C4nstoff#
Remarques c) en général , si X. Y, Z
sont des champs de vecteurs sur M
et tt = connexion à M

,
alors

Etty Z f- FEZ
" L'opération : Z → #% -FEI Z
n'estpas un tenseur ( n' est pas c4)
linéaire eu chaque variables )
Définition le feusur de courbure de T
est l'application
-

R : t xtllyx MR ) → MM)

RHDZ = txt,Z-FEZ-Ex.BZ



On peut écrire

Rlxirt - EVITE - Ems
= [ E.Et - Ex:D

et voir
RH

,# comme un endomorphisme
REM : tlm → t' (a) .

Proposition R :P xtltyx t'(d) → MR)
est Cla) -trilinéaire

.

( c'est donc un champ de tenseurs )
RI L'additivité (en fait la R-tnliuèavtè)
est immédiate

.

Exercice Si X.te )
,
fe Elly

⇒ [X
, = f- [XD + Xlf) -Y
[f = FIXES - Mf1 -X



Caledon RLFX.DZ = ?

Rlfxitz = THEE -FER - Eux
,

Z

= f. Et, Z - VILLEZ) - TE t
- t Z

-Mf1×

= FIEZ - (FEE -2f ELLE
- SE 2- + IEEE

=L (Et, -2 - FEZ - Ex
,

Z )
= FR4,4 . -2
ensuite

R-fx.fi/)z=fR(XYdZ



et RH H = fRH.DZ
se vérifient de la même manière

#

Reina le teaser R est un tenseur

de type (b) eu ( list
,
ine

.

] × avariant et Ix contravariant
.

Variante : Si t est la connexion de

Levi-Civita d' un métrage g ,
alors

on définit
R : tltxtltxtltlxt (a) → CH)
ElXi

,
2- µ) = glRK.dz

,

w )
.

C'est le là ) (e lo, 41 ) tenseur de
courbure ( 4x covariante )

( Rete contiennent la même information)



Lenny On définit les composantes de
R dans un système de coordonnées
locales par n

Moi
,f) % = [ Risée

f-1
Alors

%? = dit:-P ?!
n

+ [ I - %)
tu

Preuve : On a Q. =

,
on

note f. = Tq. = Vga.

.

Alors

% = t.ie
Donc



9. (E 1) = f. ( EI Om )
= di II. on t II tidm
= @iI ton + Ià ?? Oe
= ( di I! t II ?! ) de

de même

traitaient %) de
et on a

[ di
,

d;] = 0
⇒ = 0

Roi
,
d;) On = f- f- On - ET du -Eqq

= toi ! Il te:p! - Iii! ) de
= Rien . de #



Théorème : Une variété riemannienne ④ g)
est localement isométrique à IR

"

⇐ > 2=0 (à R= tenseur de
courbure de g) .

Prex ET 4.g) est localement isométrique
à R

"

si partent point p il existe
un système de coordonnées x'

,

- i.×
"

au voisinage de p telles que

9 = 9 ( di ,Dj ) = dis .

"

ii. = taillage; Seiko?
Dans un système de coordonnées e-dodien

On a g = Oij ⇒ %? = 0

⇒ R
,

= 0
.

Donc R = 0



La réciproque sera prouvée plus tard
(ou peut appliquer un théorème sur
les systèmes d' équations aux dérivées
partielles

, par exemple le théorème de
Frobenius ) #
Rqu On peut démontrer que dans
un systèmes de coordonnées normales
en p (⇒ 9 (pt = et ,

On 9,4¥ °

⇒ Ë =e) on a

Û Si ;
Ë iklj

+ Ritese )
R est une

"sorte" de Hessen de

Csi;)



Ici R
ke
= Composantes du @ , ç )

teaser Fr :

Rime = iii.On Pe )
h

= Gem Rijn

(on note souvent R par TT
,

le

contexte permet de décider si
il s' agit du 4,3) a du lo

, 4) tenons

décarbure
Proposition Igpn'¥¥è de R :

① RLX ,Y) -2 =-RLY
,
X) Z

② Rlxiszt-RCY.tt/tRtt,X)t--o
③ g KHz, w) = - glRK.tl W , -2)
④ GLRCXHZ

,
w) = 9 (Rlzid X. Y )



En termes de @4) tenseur E on a :

① EH ,
Y
,
-2
,
w ) ± - RIY

,
× , Zio )

② TICKY
, Ew) + EH, -2,4W) + RIZ ,

X
,

= 0

③ Il X. Y
,
-2,4 = -RTXY, w ,

-2)

④ Elxir
,
zut = + RTZ ,w , x.Y)
-

la propriété ② s' appelle
M identité de Bianchi ! !

Preuve
-

① est évidente car

Rlxir ) = VIE - VIE - Fais
et [X. D= - E. XJ



② Ou écrit trois fois la définition de R
RH.tt -2 = Et, Z -FEZ -¥ Z

Rtz) X = FIX - E-EX - ⇒
X

Rfz
,NE VIET -9¥ - Ez

,

Y

Notons S= Somme de ces trois
expressions .

et on utilise la symétrie de V :

⑦ VIZ -TZY = [Z
, F) ( etc . )

en tenant de compte de # ) on obtient

SIX
, Est H

.
ILE

= 0 par Jacobi
.



③ A montrer RTX ,Y.Z.us = -RTY, X. v. Z)

⇒ Eki
, w.ws = o ( tt w !

On va utiliser qe tt est compatible
avec g :

Yglw ,
w) = 2g ( tw ,

w )
⇒

XLYglw.ws/=zglEEw,w)+2glEW,Txw)
⇒

*

XY -www.wt-EEXB.glw.ut-G/ttxEw-EEw,w)
On a aussi

¥ ) star) = KE w
,
w)



⇒ ¥ ) et ¥ ) entraient que

gCtxEw-EVxw-Exiswiwt-0c-sIlXifw.wl-_o@RLX.Y
,
Z
,
w) = TT (Z ,w

,
X.tl

est une conséquence algébrique de
① ② ③

.

CQFD
-


