Exercice 2.

1. Soient A = (Mg, ..., \q) € k¥ tel que \g+---+ Ag =1 et Q € X. On a par définition
d
Bar(Py,..., P A) = Q+ 3 QP
i=0
et ce point ne dépend pas du choix de ). On peut donc choisir Q = Py de sorte que
d
Bar(Py,..., Py A) = Z)\if?ﬁrl-Po
i=1
Ainsi, pour tout P € X on a I’équivalence

d
Bar(Py, ..., Py A) = P < RP =S MNRP
=1

T —
Comme (PyP1,. .., PyP;) est une base de V, il existe un et un seul choix de (A1, ..., \g) tel que
cette derniere égalité soit vérifiée. Par suite, la valeur de Ay est uniquement déterminée par la
condition Ag + ---+ Ag = 1. Cela démontre I'existence et I'unicité de A = (Ao, ..., \g) € Jd+1

tel que A\g+ -+ Ag =1et P=Bar(P,...,P;A).

2. En reprenant le méme raisonnement que ci-dessus, ’hypothese se traduit par le fait que pour
tout P € X il existe un unique (Aq, ..., \q) € k¢ tel que

d
S ARE - RP
=1

Lorsque le point P décrit X, le vecteur Poﬁ décrit V. L’hypothese entraine donc que
(PoPi,. .., PyPy) est une base de V. En d’autres termes, les points Py, ..., P; sont en position
générale. En particulier, n = d.

3. Dire que Py, ..., P; sont en position général c’est dire que chaque point de X s’écrit comme
Bar(Pp,. .., Py; A) pour un et un seul choix de A. On constate que cette propriéte ne dépend
pas de l'ordre dans lequel les P; sont rangés parce que 'opération Bar est invariante par
permutation, dans le sens ol pour toute permutation o de {0,...,d} l'on a:

BaI‘(Po, ey Pd; )\0, ey Ad) = Bar(PU(O), ey Pa(d); )\0'(0)7 ceey )\O'(d))
Ainsi, Py (), - - Py(q) sont en position générale si (et seulement si) Py, ..., Py sont en position
générale.
Exercice 3. On se donne X un k-espace affine de direction V.

e Soit Y C X un sous-espace affine au sens de la définition donnée dans I’énoncé. C’est donc
I’ensemble de tous les barycentres qu’on peut former a partir de n points Fy,..., P, € X
donnés. Soit W = Vect(FPyPy,..., Py, P,) et montrons que Y = Py + W.

— Soit P €Y. Alors P est de la forme

n
Bar(Po, ..., P Aoy An) = Po+ ) MNP P,
=1

On a bien P € Py +W.



— Réciproquement, soit P € Py + W, disons
n
P:PO+Z$iPOﬁi7 (1,...,n € k)
i=1

Cela correspond a Bar (P, ..., Py, xqg,...,Ty) oU 2o € k est choisi de sorte que zg+ x1 +
c--+x,=1. Onadonc P€Y.

Cela montre I’égalité Y = Py + W.

e Réciproquement, soit ¥ C X un sous-espace affine de dimension finie au sens de la
définition du cours. C’est donc un espace de la forme Py + W ou W C V est un sous-

espace vectoriel de dimension fini. On se donne une base (17{ e ,u_>n) € W™ de W et on pose
P, =Py +u pour ¢ = 1,...,n. Il s’agit de montrer que Py, ..., P, vérifient la condition de
I’énoncé.

— Soit P un point de la forme Bar(Fy, ..., Py, Ao, ..., An), soit
n n
P=Py+ Y NRoPi =P+ Y Ak
i=1 i=1

On a bien P € Py + W.
— Réciproquement, soit P € Py + W. Il existe xo,...,z, € k tel que

n
AP = wit
=1

En additionnant Py a 1’égalité on obtient alors
P =Bar(Py,...,P,,z0,...,xy)

pour un choix convenable de zq € k.

Exercice 5.

1. Soit V la direction de X, de sorte que X = P+ V (pour P € X). On a alors p(Y) =
O(P+V)=p(P)+ ¢o(V). On peut lire dans cette égalité que :
e p(X) est un sous-espace affine de Y.
e La direction de p(X) est po(V).
e En particulier, si ¢g est de rang fini alors ¢(X) est de dimension finie, et rg(¢(X)) =
dim(po(X)).

De plus, si B est une famille génératrice de X alors p(B) est une famille génératrice de ¢(X),
puisque ¢ préserve les barycentres.

2. Supposons que X’ := ¢~ 1({y}) est non vide et donnons-nous a € X. On remarque que
X' ={zeX|p(@)=y}
={a+u|ueV,p(u) =0}
= a + ker(yo)

ce qui montre que X’ est un sous-espace affine de X de direction ker(yg). Ainsi X' est soit
vide, soit un sous-espace affine de X.



3. Supposons que X' est non vide et que X et de dimension finie n € N. Par le théoréme du
rang,
dim(ker(pg)) +rg(wo) =n
Or, dim(X’) = dim(ker(yg)) et
dim(p(X)) = rg(¢o)

d’apres ce qui précede. On en déduit 1’égalité voulue.
4. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(a) ¢ est surjective

(b) o est surjective

(¢) o envoie une certaine famille génératrice sur une famille génératrice

(d)
)
)

d
(e
(f

o envoie toute famille génératrice sur une famille génératrice
@ envoie une certaine famille génératrice sur une famille génératrice

@ envoie toute famille génératrice sur une famille génératrice

Pour I’équivalence (a) <= (c), il suffit de regarder ’égalité p(X) = p(P)+¢o(X) démontrée
a la question 1. Les équivalences (b) <= (¢) <= (d) sont des résultats du cours d’algebre
linéaire. Enfin, les équivalences (¢) <= (e) et (d) <= (f) se déduisent du fait (voir
Pexercice 4) que {Fy, ..., P,} géneére X si et seulement si {PyPy, ..., PyP,} génere V.

5. S’équivalent:

b

(a) ¢ est injective

(b)

(¢) o envoie toute famille libre sur une famille libre
)

(o est injective

(d) ¢ envoie toute famille libre sur une famille libre

En effet, (a) <= (b) découle du fait que p~({y}) est soit vide, soit de la forme a+ ker(¢y).
L’équivalence (b) <= (c) est un résultat élémentaire d’algebre linéaire. Enfin, I’équivalence
(¢) <= (d) se déduit du fait (voir l'exercice 4) que {Py, ..., P,} est libre si et seulement si
{P()Pl, ey PoPn} est libre.

6. En dimension finie, une application linéaire entre deux espaces de méme dimension est in-
jective ssi elle est surjective. Par les deux séries d’équivalences ci-dessus, on obtient ainsi les
équivalences voulues.

Exercice 7.

1. Si pg € GL(V), on peut construire ¢ € AGL(X) telle que lin(¢) = ¢p en choisissant a € X
arbitrairement puis en considérant ’application ¢ : x — a + goo(cﬂ). Cela montre que lin est
surjectif.

2. On reprend les notations précédentes. On peut choisir a = P de sort que ¢(P) = P +
wo(PP) = P, soit ¢ € AGL(X)p. Ainsi, la restriction de lin au stabilisateur de P est
encore surjective. Pour l'injectivité, soit ¢ dans le noyau de cette restriction. On a donc que
lin(p) = idy et p(P) = P. Cela entraine que ¢ est une translation qui fixe P, d’ou ¢ = idx.
En revanche, GL(X)p n’est pas distingué des lors que X est non nul. Pour s’en convaincre,
soit P + R# une droite affine passant par P et s : X — X la symétrie qui renverse cette
droite en fixant P. Soit ensuite ¢ : X — X la translation par @. Alors, t~! o sot envoie P
sur d’abord P + i, puis P — i puis enfin P — 2. En particulier, t 71 o sot ¢ AGL(X)p.



3. On sait que GL(V) est a la fois inclus dans AGL(V') et un groupe en tant que tel. En
particulier, c’est un sous-groupe de AGL(V). On peut le voir comme le stabilisateur de 0
dans AGL(V).

Exercice 8.

1. Cela découle des questions 4 et 5 de ’exercice 5.

2. L’action en question est définie par

@'(Pla---apn):(SO(Pl)a"'MO(Pn))

pour tout ¢ € AGL(V) et (Fy,...,P,) € AB(X). La question précédente nous dit que
I'opération est bien définie, et on se convainc en un coup d’ceil qu’il s’agit bien une action
de groupe. Pour montrer que AGL(V) ~ AB(X) est un espace principal homogene, il faut
montrer que 'action est transitive et que les stabilisateurs sont triviaux.

e Soient deux bases affines B = (P,...,P,),B" = (Qo,...,Qn) € AB(X). On veut
envoyer B sur B’ au moyen d’une transformation affine. Quitte & composer par une
translation, on peut supposer sans perte de généralité que Py = Q9 = P. Puisque
(PPy,...,PPR,) et (PQ1,...,PQy) sont des bases de V' (voir 'exercice 4), par un résultat

——
d’algebre linéaire il existe une transformation ¢g € GL(V') telle que po(PF;) = PQ); pour

i =1,...,n. En considérant 'application x — P+pq(Px) on obtient une transformation
affine p € AGL(V) telle que .B = B’. Cela montre que Paction est transitive.

e Soient B = (Fy,..., B, 6 AB ) et ¢ € AGL(V)p. On a donc, pour i = 1,...,n,
©(FP;) = P; donc pq( P Po i, O (oo est la partie linéaire de . Or m, e f—’OTDZ)
est une base de V, et toute application linéaire de V est entierement déterminée par ses
valeurs prises sur une base. On en déduit que ¢y = idy. Ainsi ¢ est une translation.
C’est donc forcément la translation par 0, i.e. Iidentité. On en tire que AGL(V)p est
trivial.

Exercice 9.

1. La méthode consiste a calculer une base de I'espaces des solutions, puis de 'orthogonaliser
(par exemple avec le procédé de Gram—Schmidt). Ici c’est facile car 1’espace des solutions est
de dimension 1. Un exemple de base orthogonale serait alors {(2,—3,1)}

2. Un exemple de base orthogonale est

{(3,1,2),(-1,23,-10)}

3. Un exemple d’une telle base est

{(0,1,-1),(2,-1,-1),(-2,-2,-2)}

L’astuce est qu’on peut obtenir le troisieme vecteur en faisant le produit vectoriel des deux
premiers.

Exercice 10.
1. On remarque que

= ﬂ ker(v

Or, (v,-) est une application linéaire pour tout v € V' donc ker(v, -) est bien un sous-espace
vectoriel de R™. Une intersection arbitraire de sous-espaces vectoriels est un sous-espace
vectoriel. Ainsi V- est un sous-espace de R™.



2. Siv € VNV, alors en particulier (v, v) = 0 ce qui entraine que v = 0.

3. Par le processus de Gram—Schmidt (voir la question suivante) il est possible de construire une
base orthogonale (e1,...,e,) de V telle que

V = Vect(eq, ..., ex)

V4 = Vect(epi1,. - en)

En particulier, V @ V+ = R".

4. Soit (v1,...,vx) une base de V. On peut compléter celle-ci en une base (v1,...,Vg,...,0p)
de R™. Par le processus de Gram-Schmidt, il existe une base orthonormée (e, ...,e,) de R”
telle que Vect(ey,...,e;) = Vect(vy,...,v;) pour tout ¢ = 1,...,n. En particulier, (ey,...,ex)
est une base orthonormée de V. Il reste & montrer que (egy1,...,e,) est une base de V=+.
Pour ce, considérons v € V1 que I'on peut écrire dans la base (ey, ..., e,) comme

n
v= Z(v, ei)e;
i=1

Or, (v,e;) = 0 pour i < k car v € V4. On en tire que

n

v= Z (v, €;)e;

i=k+1

d’ottv € Vect(egy1,-..,en). Réciproquement, si v = ygi1€k1+- - +ynen € Vect(exi1, ..., en)
alors pour tout w = x1e; + .-+ xpep € V on a

du fait que (eq, ..., e,) est une famille orthogonale. Cela montre que V+ = Vect(epy1, ..., en).

5. e L’hypothese que (V) C V nous permet de définir ¢ : V' — V ’endomorphisme induit
par ¢ sur ce sous-espace. Or, ¢ est injective, donc ¢ l'est aussi. Comme V est de
dimension finie, cela entraine que ¢ est surjective, d’ou (V) = V.

e Montrons que ¢(V+) € V1. Soit v € V+. Soit w € V. Par le point précédent,
o Y(w) € V. Puisque ¢ préserve le produit scalaire, on a alors

(p(v),w) = <Uv()0_1(w)> =0

Cela montre que o(V+) C V+. En reprenant le méme raisonnement qu’au point
précédent appliqué & V1, on obtient alors o(V+4) = V=+.



