Math 12,5 - C\I\w‘)g
{ae
Cw‘éww T"Ow' el




DEFINITION 3.7. La longueur euclidienne d’un vecteur @ = (x1,--- ,z,) est donnee par
Il = ll(@1, - @a)|l = (2F + -+ 22) 2.
La distance euclidienne dans ’espace affine R™ est la fonction
d(-,-) :R" x R" = Ry
donnee pour P = (x1,--- ,x,) et Q = (z,--+ ,a}) par
d(P,Q) = (w1 —21)” + - + (wn — 7)) /* = | PQ).



0.7 = (@,0) == 212 + - - + TpT),.

On a donc
(2.1) (@,a@) = ||a|*.
Rappelons que le produit scalaire est
— symetrique:
(i, @) = (@, )
— bilineaire:
(AT + U, W) = A\, W) + (U, )
(W, \a + U) = N, 1) + (W, ¥).

— Defini-Positif:
(u,) > 0 avec egalite ssi @ = 0.

On deduit de (2.1), de la symetrie et de la bilinearite, les relations dites de polarisation

(2.2) |17+ 72 = ||a@]|* + |19 + 2(@, 7)
- L =2 12 S 2
(2.3) (@,0) = 5 (lall” + 171" = fl@ = o1I[])

— —

T
(2.4) (@,7) = 1 (g + 7)) — [la — ).
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DEFINITION 3.11. Une application ¢ : R" — R"™ est une isometrie si elle preserve la
distance euclidienne:

VP, Q € R", d(p(P),¢(Q)) = d(P, Q).
— On note N =

= Isom(R") = {p: R" — R" telles que YP,Q € R", d(p(P),¢(Q)) =d(P,Q)} «

l’ensemble des isometries.

— On note egalement m
~— Tsom(B")o = { € Tsom(E", (0) = 0)},

le sous-ensemble des isometries qui fixent le vecteur nul 0.
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THEOREME 3.3. Une isometrie ¢ € Isom(R™) est une trWne (une appli-

cation affine bijective). Ainsi on a la inclusions
~ T(R"),Isom(R")p C Isom(R"™) C A GL(R")

(AGL(R"™) etant le groupe des transformations affines). )
— En fait T(R™),Isom(R™)g, Isom(R"™) sont des sous groupes de A GL(R™) et Isom(]R”)oQ

est un sous-groupe du groupe|GL(R™)[des applications lineaires inversibles.
— Le sous-groupe T'(R™) est distingue dans Isom(R™) et Isom(R"™) est engendre par ses
deux sous-groupes, =" P P -
Isom(R"™) = T'(R") o Isom(R")op.
Plus precisement, toute isometrie ¢ se decompose de maniere unique sous la forme
N
p=topy, t= tgo(O) € T(Rn), Yo = t—ap(O) op € ISOm(Rn)O

ou @q est la partie lineaire de .



THEOREME 3.4. Les isometries fivant l’om’gme 0 shnt des applications lineaires sur R™:
si p € Isom(R™)g on a pour tout @ = (x1,--+ ,xp )0 = (2}, ,z,) et \ER

(i +0) = Ap(d) + (7).

Ces applications sont bijectives:

Isom(R")o ¢ GL(R™).
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Prewre de T 2.3
~ TR Tsem(R), = Tsew (R")
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COROLLAIRE 3.5. L’application
Isom(R") ~— Isom(R")g
oy — ©0

qui a une isometrie associe sa partie lineaire est un morphisme de groupes dont le noyau
est le groupe (distingue) des translations T'(R™)

lin : ‘0



THEOREME 3.5. Soit ¢ : R™ — R" une application lineaire. Alors ¢ est une isometrie
sst l'un@des conditions suivantes est satzsfazte

- (1) Vu,v e R, {p(0), (7)
Vo e R, |lo(¥)|| = ||Y]|
E p est mvelfz(ble’et V‘u IUG]R ‘1[\ O-} pwg('\b'“—
(
(

2)
3)
4) ¢ transforme la base canomque ( ) <n €N Une base orthonormee (o(e)
5) ¢ transforme toute base orthonormee ( i)i<n en une base orthonormee (go(ei))i<n.
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THEOREME 3.6. L’application lineaire @ est une isometrie ssi

(4.1) M, "M, ="M, M,

= Id,,.
@ My @-Vp n 'L: E
En d’autres termes y/_l :z\f. ( Y) —__) Q})

Si M, est de cette forme on a alors

det(M) = +1.
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DEFINITION 3.13. Une matrice M wverifiant (4.1) est appellee matrice orthogonale. Si

R ——
det M = +1 cette matrice est dite speciale et si det M = —1 cette matrice est dite non-
NG, e

seeciale.
n note respectivement -~
™ 0,(R),0,(R)* = S0,(R),0,(R)” € GL,(R)

I’ensemble des matrices orthogonales, orthogonales speciales et orthogonales non-speciales.

-~
DEFINITION 3.14. Une isometrie lineaire ¢ sera diltes speciale ou mon-speciale suivant
que sa matrice My, dans la base canonique est speciale ou non-speciale.

On note respectivement

Isom(R")5 = SO(R"), Isom(R™), C Isom(R™)g

l’ensemble des isometries speciales ou non-speciales.
\J



THEOREME 3.7. L’ensemble des matrices orthogonales O, (R) est un sous-groupe de
GL,(R) isomorphe a Isom(R™)g. —

L’ensemble des matrices orthogonales speciales SO,{R) = O,(R)" est un sous-groupe
distingue de Qu(R) d’indice 2 et Isom(R™)§ C Isom(R")g est un sous-groupe distingue
dindice isemorphe. 9. . -

L’ensemble des matrices orthogonales non-speciales Opn(R)™ est une orbite de Op(R)™
et de meme Isom(R™)y est une orbite de Isom(R™){ . —

On a pour toute matrice non-speciale M~ € O3(R)™ (toute isometrie non-speciale)
o € Isom(R"), -

(4.2) ~ O0,(R)" =M ".0,(R)" =0,R) .M,

~ Isom(R")y = o.Isom(R"){ = Isom(R")J .o

et

\On(R) — 0,(R)* U M~.0,(R)*",
N——

\ Isom(R")g = Isom(R"™)g U 0. Isom(R™){ .
.. - . v
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PROPOSITION 3.13. Le groupe Isom(R"™)g agit simplement transitivement BO,: soit
Bo = (ep1, - ,€o0n) la base canonique, on a

R
~_ B0, = Isom(R")q.Bp.

oy

n\+ ; ; l
Le groupe Isom(R")q agit avec deuz orbites, ) ,/—\
BO;} = Isom(R™)J.By = Isom(R™)J .(eo 1, -+ ,eon) et BO, = Isom(R?’);{.(—\eO)l, e, €0n)

~——S

DEFINITION 3.16. L’orbite BO™ est I’ensemble des bases orientees positivement (ou sim-
plement des bases orientees); lautre orbite L’orbite BO™ est ['ensemble des bases orientees
negativement. On utilisera les acronymes BOO et BOON pour designer de telles bases
orientes positivement ou negativement.




4.4. Proprietes spectrales des isometries.

PROPOSITION 3.15. Soit ¢ une isometrie sur R™ alors toute valeur propre reelle si elle
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PROPOSITION 3.16. Supposons n impair et soit ¢ une isometrie lineaire alors ¢ possede
une valeur propres reelle et un vecteur propre de longueur 1: il existe e € R™ tel que ||e]| = 1
et A = =£1 avec

o(e) = \e.
De pl ] t ale det M, = +1 al 1 est val .
e plus si p est speciale de +1 a 07‘5\4:* est valeur propre
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