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Isométries
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- Isan (R
") est stable par composition

- I son CR
") et stable par inversion

: si q = Isom t est inversible alors
bijective

sa réciproque Q
- ' est aussi une isométrie .
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Preuve : En a un que q est linéaire .

qatbigectie : comme q est linéaire
il suffit de mq q est injective .

Lemme : Sert q une isométrie alors

Q estinjective



off q q
Lyme : Sert q une isométrie alors

Q estinjective
Rye : soient P, Q c- IR

"

tg
q = q (Q)

0 :D (QCM, QCQD = d ( PQ) ⇒ PQ
⇒ q est injective .



Preuve du Thon 3.3
-

:

- TARD
, Is.com(RIO a Isom (IR

")
Y

sont des sous gpes
du
gpe

des transformation
affines .

- Soit Q C- Isom (IR
") on va décomposer

Q est une translation et une isométrie

fixant 0 ⇒ q est affine,q bijective



et cela permet de conclure que
Q est biz ⇒ Isom CRY est un

sous gpe
de AGL (R

").

Posons Qo :-. t.ggpo q est une isométrie

(car composée de 2 isométries)
Qdo) = t.ge,CQCOD

= -q +q = O

Q. et une isométrie fixant 0



q. .- t-qui 9toi :

c-
µ; q.

= q .

.

- q est dffine
[un composée
d' application ff:

Isomllpî) c AGLLIR" )
on a vu pour les applications affines
TUR") a AGLCR")
a fortiori TCIR") Isan (IR

")



en tant
que tvaesfa nation offrir

la décomposition
Q - to q. - to lin (q) est unique .

Et

Pour comprendre Isan (IR") il suffit
de comprendre TCR

" ) facile
Isou URYO pas trop

dur
-

grace
à AL .
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Preuve : Si q c- IsomCRYO ⇒ q preserve
<
,
> et Il y

- si q preserve 11 Il et est linéaire
alors q put une isonn

VBQER
" dlqmqlQD.IQ Il



qcp = qlq) - qcp) =p QQ
-P)

q est linéaire
d ( q LM, QCQD = Il QCQ -PM = Il Q -Pll

= d (P,Q) . →q = Isomlinéaire .

-
Relation d'ajdjonction : tt Iie R"

<qlôl, aitqu'Il , 9%-77
= si

, Élu)>



si q lin , inversible et vérifie l'adjonction
viii. R

"

qq#qu'D
-

- sqtô, D
= qigong. riz

- soit B. la base canonique
B. est orthonormée B:(é, - - - ,e;)
é
,
-%, - - - -so) . . . én:(0,0, -

. ,0,1 )



ce:c: > % : si
symbole de
Kronecker

sont qlpi ) -_ (q koiDi» . . .in

l' image
de la base canonique .

Elle:) , elle;D :(éiejs . Sig
QLBI et une BO .



Réciproquement : soit q linéaire tq
QLB

.) -_ (quiDieu est une BO

alors q c- Isan CRYO .

Soit ô
mq Il qu' = Hôte ))

§! si
on développe par bilinéarité
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Ce calcul est en fait valable pourtoute BO : une base leDigest
une BO ssi

Lei ,g) = Sig et on reprend
le ne calcul en décomposant une
vecteur J ds la BO Kilian .

Et



Matinée :

Ô
Transposée d'une matrice M :(rijligçn

+
M :(xjliyçn l'Mlij : Mj .



- . / %
Preuve : soit q une isométrie linéaire et

M sa matrice . Soit B.(ei) labase

canonique ( plus gueulement n'importe
quelle BO )



Vgçnq (g) argent - - - -- troyen
Comme q est une isométrie

(qlg ) ),*
est une BO : Vg,heu

<qlgl , qui> = Sjk
= est - - - troyen , xpkept - - - tenten)



j
=L est - - - troyen , xpkept - - - tenten)

nxijxikseiseiD-sykseiseis-S.ci, =
" si i- i '

" Osi ix. i '

= gxilh

xgi.xikxij-lnfi-txgi-YM.tl)gk



tg ,k CM
_Mba - Sjk←

⇐>
"
M

-
M = Idn

⇒ M est inversible et M-t.tn
⇒M.tM-T-dndetlM.TN/=detlIdn)--l--detM.dettM



det MIM =P = dette . Lettre
^
= (det MT car(
dettn ± det M

⇒ det M = ± 1 .

-
Nuiproprement on veut mq si
+
M

.M -Ida ⇒ q est une isométrie



Mais le calcul précédent mq que
tm.M-Idn-scqlgbqlekD.fr
⇒ (q * est BO

⇒ q c-Isan CRYO -

_

H



Matthey0¥ s

M ? M .

"

M
.

M
= Idn
t

- -

-

. -
→

- - -

-
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Preuve :L -



Son CIR) est un sous gpe distingué .
det : ONUR) → {± 'B et surjective

: il existe des matrices ortho de det - I

( ! ) est ortho non spéciale .

→ l' indice IOKRYgo.cm/=lft-Mt-2



On applique isomorphisme inverse de
GLCIR" ) 64C R )

au sous gpe SQCR) son inge est
l' ensemble des isométries spéciale
qui est un sous gpe distingue de
Isan CRY q Isan ( IR"!

et on fait de û pour
les matrices

ortho non -speiioles.LI



On a un isomorphisme de groupesentre GLCIR" )→ 64 (R)
q ←> Mq

et si on restreint cet isom au

sous - gpe IsomCIRMO l' nuage
c'est ONUR) qui est donc un
sous - gpe de Glu (R)

- SONUR) = her ( det : GLR) -¥Bak}



Orientation :
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R
"

-

-
t
=
-

-



× -
- linéaire

Preuve : Soit q une isom supposons
que deR est vp de vecteur propre

Q (e) =de
e-l-o.dk

"

<qcezqceD-cxgdes-dke.es
g.
Enter>

×

⇒ si:X



- -

Preuve : on va m q q admet unevaleur propre dans IR

On regarde le poly none characteristiqe
de q ( ou de M)



Pq (x) = det ( X.Idn - Mq)

ï:" -

- ïïl
= X
"
_ (x"t . . _xxnn) X

" -t
- - . . . . +C- ÎDEM

c'est un poly nomes a cœfs réel
-

unitaire de degré impair



lim DM (X) = ± - car n impair
×-s ± x

par
le thm des vis il s' upnnle

en un point de IR et ce Zero d
est une valeur propre de

M et
donc admet un vecteur propre e -1-0

et %,
est un vecteur propre unitaire
de longueur 1 .



si q est est spéciale det M-+ 1

PM =L-Nxt = - t (net impair )
TVIS il existe

d > o t'q Put) :O

y •

par le

q admet une up réelle↳
⇒ strictement 70
⇒ il est Vp .


