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toppd : le tenseur ( tis) -de courbure
est
R( xp ) z = ET, -2-FEZ -Ex.BZ

(X. Y
,
-2 e- TPM ) .

Le 4) tenseur de courbure associé est

Elkin
,
w) = gl.RK.KZ ,

w )
Propriétés algébriques :

- -

. RIX.KZ
,
w) = -R(IX. Z ,

w) = -Rlxir
,
w
,
Z )

= TRCZ
,
w
, X. Y )

c THX ,Y, -2 ,

w ) + RTsi
, X.w) + RTZ ,Xp , w )

tenue Si g
'
= Kg ( Iso constant)

.

Alors

le tenseur de carbone associé vérifie
Rag = Rg et à = d' Rg



Trance g et g
'
= d'y ont la même

connexion de Levi-Civita
.

Donc D= R
'

(car le Cas) -tenseur de
courbure ne dépend que
de T )

et À = " gite
"

= À TE
#

Définition La csecte de

(M
,g) associe à toute paire X.YETPM

linéairement indépendants le nombre

uxn=ÊËË
RI : yxni.mu?uni-LXit5
= faire du parallélogramme sur XY )

?

> 0
.



Propension KLXY) ne dépend que

* =¥, = Span {XD = RX⑤Rt
c Tp M

(I est le 2-plan engendré par X , Y ) .

Déf Ou note Ça (TM) = l'ensemble
{ Cp ,
T) Ipet

,
TCTPM ,

Un 2-plan }
= la Grassmannienne d'ordre 2 de M

.

(Getty) est une variété )
.

Dae la courbure section elle définit donc
une fonction

K : G#a) → R .

Remarquez Si din ( M) = 2 alors 4¥17 = M

( il n'y a qu'un 2-plan ctptl , tt p )



D= La courbure sectionnelle définit
une fonction K : M → IR ( si dinky-1)
( K coincide avec la courbure de Gauss
si M cte

, preuve plus tard)
.

Prue de la proposition
-

: Supposons que

X '=aX+bY
,

t'=cX+dY

avec ad -bc # 0
,

alors :

El Kir '
,
t
'

,
X

'

) = EtXi , 4 ×
'

) - (ad -bc )

= RIXY
, Iz) ( ad -be)

'

et

KXIÉK = Il Xirk . (ad -bel
⇒ irai

," " Trcxiîrxt
-
-

KX# ' N
'
=

IlXxxx
'

#



Renaux Trlxirir,X ) =-THX , Y)
.

Proposition Si g. = d'g ,
alors

Kg . ( Xie ) = Kglxir)

PRI I ' = à E et

il Xxtllg ,
= à HXYHG

*

Exemptes ① Un (long ) calcul montre que

si g = -k ⇒ K -_ +1
( t + f-Ki )

'

= constante .

Cette métrique = Métrique de S
"

CITE"

(sphex de rayon 1) en coordonnées

stéréographique .



Dac la Sphere de rayon a > o

a carbure sentinelle constante

K = t
a-

② L' espace hyperbolique dans
le modèle Gphin.pe) de Poincaré
admet la métrique

s

Non
* = - 1 (=@I )

Donc l' espace hyperbolique est ou
"

pseudo sphère
= sphère de rayon E- VI

r



Digression On appelle
"forme spatiale" (Spacefor)

une variété riemannienne ④g) telle que
4) ¢ g) est complète .

(e) la courbure sectionnelle est constante
.

Problème : Classifier les formes spatiales
Fionie près)

.

Théorie Soit (M ,g) une forme spatiale
de courbure K .

Alors

1) Si M est simplement convexe
,
alors

M = IR
"

§ Ko )
M = S! (si f- ta > o )
M= Aia si K= - at co
avec Aia on

1. nothèhqce de l'espace
hyperbolique



Corollaire Si M est une foire spatiale
de courbure K=o

, +1 eu -1
.

Alors
M±Æ

, neuf ,
n = Hip

Avec î a Isorètie (là, 5 ,

Hi )
un sous-groupe discret sans point fixe )
(⇒ le revêtement uwxvsd de M est

ixrétuqa à
E- R

"

,
5

,
At
"

)
Exemples
TTE S'x.* s' =RIZ (tore )
est une forme spatiale de cabane nulle

2)
"
=

¢ )
= Force Spatiale de f-+1

.



De pts ( M ) I T
(si a = art , stp ,

Kit )
.

-

Remarquez Si la variété M a une

structure de variété complexe ( alors
Tpr est un E-espace vectoriel )
Alors tt Xe TPM

,
XIO

on peut définir la courbure
"

bise
"

Kel X ) = KLX ,] X )

(à Z "structure complexe de Tp M
" )

KIT) est bien définie si
I= E-sous-espace vectoriel engendré par Xetp?



Carbœdethéeisi
?WETPM alors on a un eudonophsre

Tp M → Tp M
X H R( X f)V

Déf la courbure de Ricci de ¢ ,g)
est la trace de cet endomorphisme
Dae
Ric.CZ

,
w) = Ê

,

Rlei.Z.w.ci )

avec { e. , -
. .eu/cTpM base onthonorée

.

Compactes en coordonnées :

Ric = Ri, dxixodx à

R = Riel# ,¥) = ÈRE
=

= trace @ contraction ) de R



Propriété si (e" . -

,
en } M orthouoré

Rieti ,e ;) = § Îles , f- ,f. ei )
→ # i

ein

LÀ = [ Klei , e;)
ee Iii

e.
(Rio est intense avant d' adré 2)

DéfÆkM
est la trace

S : M→R

p ↳ Trace@icp )

Xp)=Î
,

Ricki .ci )



Exemptes① Si la courbe sectionnelle

de M = K= constate
,
alors

Riqfei ,e;) = @-D . K Ape M

S Cp) = n.cn -D - K

② En dimension 2 en = 2)

alors K
,
S : M→ IR sont reliées par

5=2 . K


