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THEOREME 3.6. L’application lineaire ¢ est une isometrie ssi

(4.1) My."My, = "M, M, = 1d,,.
En d’autres termes
M~ ="M.
Si M, est de cette forme on a alors
det(M) = £1.
DEFINITION 3.13. Une matrice M wverifiant (4.1) est appellee matrice’ orthogonale. Si
det M = +1 cette matrice est dite speciale et st det M = —1 cette matrice est dite non-
speciale.

On note respectivement

0,(®).0, (4= 50,8, 0,#c a1, ®)

I’ensemble des matrices orthogonales, orthogonales speciales et orthogonales non-speciales.

DEFINITION 3.14. Une isometrie lineaire ¢ sera dites speciale ou non-speciale suivant
que sa matrice M, dans la base canonique est speciale ou non-speciale.
On note respectivement

Isom(R™)J = SO(R™), Isom(R"), C Isom(R™)g

I’ensemble des isometries speciales ou non-speciales.



THEOREME 3.7. L’ensemble des matrices orthogonales O, (R) est un sous-groupe de
GL,,(R) isomorphe a Isom(R")g.

L’ensemble des matrices orthogonales speciales SO, (R) = O,(R)™ est un sous-groupe
distingue de O,(R) d’indice 2 et Isom(R™){ C Isom(R")o est un sous-groupe distingue
dindice isomorphe.

L’ensemble des matrices orthogonales non-speciales O, (R)™ est une orbite de’O,(R)*
et de meme Isom(R™)y est une orbite de Isom(R™){ .

On a pour toute matrice non-speciale M~ € O3(R)™ (toute isometrie non-speciale)
o € Isom(R"),

(4.2) On(R)” = M~.0,(R)" = 0,(R)".M ",
Isom(R™), = o.Isom(R")§ = Isom(R")3 .o
et
On(R) = O,(R)" LU M~.0,(R)T,

Isom(R")g = Isom(R"™)g U 0. Isom(R™){ .



4.4. Proprietes spectrales des isometries.

PROPOSITION 3.15. Soit ¢ une isometrie sur R™ alors toute waleur propre reelle si elle
existe vaut £1. /\
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PROPOSITION 3.16. Supposons n impair et soit ¢ une isometrie lineaire alors ¢ possede
une valeur propres reelle et un vecteur propre de longueur 1: il existe e € R™ tel que |le|| =1
et A==1 avec

v(e) = \.e.
De plus st ¢ est speciale(det M, = —I—'l)alors +1 est valeur propre.
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5. Reduction des isometries.

THEOREME 3.9. Soit p € Isom(R")g une isometrie lineaire et W C R™ un'sous-espace
qui est stable par p:

(W) C W.
Soit
= {w € R", Vi € W, (@, ') = 0}

Uorthogonal de W alors W est un SEV. stable par ¢ et on a une decomposition en somme

=spesiste (orthogonale)

AWQU R* =W e W
Soit B = (W1, , W, W), - , W) un base orthonormee formee d’une BO de W et de W+
alors la matrice dep dans cette base est une matrice blocs

M, 5 0
M — »,owW
- < 0 M‘/”BWJ-)

MS‘)vBW E OT(R)’ MQD,BWJ_ e Or/(R)
sont des matrices orthogonales. En particulier on a
det(Myp,5) = det(My sy, ) det(My 5,1 )

ou
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THEOREME 3.10. Soit n > 1 un entier impair et ¢ € Isom(R™)g une isometrie lineaire;

il existe une base orthonormee que l’on peut supposer orientee B = (e1,e2, -+ ,e,) telle que
M, 5 est de la forme vy
0
M, = S il € 0,(R) avec My,—1 € O,—1(R)
=1 — N

la matrice d’une isometrie. On a

det(M, ) = (1) det(M,_y).
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COROLLAIRE 3.7. Soit ¢ € Isom(R®)g une isometrie lineaire; il existe une base or-
thonormee B = (eq, €3, e3) telle que M, s est de la forme

+1 0 b
M,p = ( 5 Mz) € 03(R) avec My = (CCL d) € 02(R)

une matrice orthogonale. Si de plus My € O9(R)™ est une matrice de symetrie alors (quitte
a modifier (ea,e3)), on peut supposer que

1 O
e () 0)

Si enfin'p € Isom(R3)§ est speciale, on peut prendre la matrice M, 5 de la forme

1.0 0
M,g= |0 a b| e€S03(R) avec MQZ(? Z)ESOQ(R)
0 ¢ d

une matrice de rotation.






DEFINITION 3.17. L’ensemble des isometries
Isom(R™)T = {p € Isom(R™), ©p € Isom(R™){} = { € Isom(R"), det(pp) = +1}

dont la partie lineaire est une speciale est s’appelle groupe des deplacements affines; son
complementaire dans Isom(R"™) est [’ensemble des anti-deplacements affines

Isom(R")™ = {p € Isom(R"), ¢o € Isom(R")y} = {p € Isom(R"), det(pg) = —1}.



THEOREME 3.11. L’ensemble des deplacements affines Isom(R™)* forme un sous-groupe
distingue de Isom(R™) d’indice 2; l’ensemble des anti-deplacements est la seconde des deux
orbites pour laction de Isom(R™)* sur Isom(R™) par multiplication: on a pour tout s €

Isom(R™)~
Isom(R")™ = 5. Isom(R™)" = Isom(R™)".s

et
Isom(R"™) =Tsom(R™)TLIsom(R")~ = Isom(R")"Us.Isom(R™)" = Isom(R™) " LIsom(R")".s

Prewve - Taom ( “3\“)‘}: CTGISM(R“) '}1
LE(py)e -t

~ c(Tcl MJ;.«(@:JA

= M(c&sﬁtbQ'\v\ ,)Wo\\l\ﬁ‘:‘:x:




&a,’( Q\\ 2 ~3&m( ﬁ)\“\ —>> é“' )j

Qo v\o\l(n-x h_\'wk Wté‘g_ 0‘,5 W\,&JJ

Jetebae oF SM&Jﬁ o f}

W\ l‘\sm&\l\a Q\v-oo\\'& c('w\ LANVOIC_

o

tA — ﬁe’/\ ot v \M\AL

CFo" {{1 — 5 Jo dX -\



‘W\ Q;__ J(\MN\ W\ONy O - j\_\u\a.
Veem (\R\q/ 07 a— :\_’&} ’%
w(){“ﬁ ‘
F Teem(RY X didice 2
)



12

THEOREME 3N (Decomposition des isometries affines). Soit ¢ € Isom(R") une isome-
trie affine de partie lineaire g € Isom(R™)g. L’isometriep se decompose de maniere unique

sous la forme - =
4 / I 4 b
— ¢ =tg0p avec ¢’ =tz oo U=cf(.o ’:\]‘\-V

avec U € ker(pp —dd) et W € Im(pg —1d). On a les proprietes suivantes

(1) Les sous espaces ker(ypo —1d) et Im(po —1d) sont perpendiculaires et en particulier
supplementaires.
(2) @' commute avec ty:
tyo ' = ¢ oty,
(3) L’ensemble des points fizes de ¢’ est non-vide et un espace affine de direction
ker(po — Id): plus precisement soit Z tel que

W =1po(2) = Z

alors N\
Fix(¢) = {z € R3, ¢/ (z) = 2} = —Z+ ker(pp — Id).
(4) L’isometrie ¢ admet des points fizes si et seulement si ¥ = 0 c’est a dire si et
seulement si @ = .

(e couman Yw\. MCstl'r“— 2



PROPOSITION 3.17. Soit g une isometrie lineaire et u € R™. L’isometrie ¢ = tgz o g
admet un point fixe ssid € Im(pg — Id) et alors 'ensemble des points fizes est un espace
affine de direction ker(po — Id): soit 2z tel que @ = (po — Id)(2) alors

Fix(p) = {x € R?, p(x) = 2} = —Z+ ker(pg — 1d).

C(f(ﬂ X <=> 0*?@ =
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PROPOSITION 3.18. Soit ¢y une isometrie lineaire; on a la decomposition en somme
directe orthogonale

R™ = ker(pg — Id le (o — Id).
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PROPOSITION 3.19. Soit @ affine alorstsz commute avec @ si et seulement siv € ker(pg—
Id).
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