
Variétés Riemanniennes
,

5 Moi 202C

girafedunettes
-

Préliminaires Soit M une variété diff de
dimension m et Ne M une sous - variété
de dimension n ( ze n d m )

.

Définition: Un champ de vecteurs
Xe t' µ) est tangent à N si

Xp E Tp N
,

tt pe N

' % ¥ ! à:p.
.

Renaquît
,
N ) c t ( M )

est un sous - module par
l' algèbre M)

.

( i. e. Xe t'fav)
,
fécal⇒ FX et M)



Lenny Soit Xe t' (A) ,

alors

① Xe MM
,
M s.si

Xp (f) = 0 ,

Hp c- N et fe CH)
qui est constante sur N .

② Si X. le MM
,
N) alors

[ XD c MM ,
M

.

③ L' application de restriction

PCM
,
N) → PIN)

est surjective .

Preuve ① Soit Xe PCR
,
N)

,
PE M

et f : THIR qui est constante sur M.

le vecteur Xp e TPM appartient à Tp v
Dare ou peut choisir une courbe CE

8 :(- E
,
E)→ N t.q.se =p ,

J' d)= Xp
Alors



⇒ Xp (f) = Êf Kitt ) = 0

car tlt-NV-t.fi N'→ IL est
constat

.

Par démontrer la réciproque , on choisit
un système de coordonnées x) . .

.
×
"

dans un voisinage Uc M de pe N

telles que

g- (x
'

,
- - -

,

X
"

) c- NNU

⇐ ×
" xnt? = . .

= ×

"

= 0
.

(on dit qe ( x' , . . . ×" ) sont des coordonnées

adeptes à la sas - variété!
-

Soit Ke MM ) tel qu Xp (f)= o
Ape N et f est constante sur IV
Dans le voisinage ou peut écrire

m

X = [ aidixDX '



Mais si j > n = dire 1 alors

Ü = Xlxi ) = 0 car xiao est

là: sur )
Donc

X = Ë
,

à ¥ .

est bien un

champ de t' CM
,
N)

(car tp c- NNU on a

TPN = Span¥ ,
- - -

,¥)
.

② Se déduit de ① : Si X.Ye Mau)
et feECM.lv) constante sur N
⇒

[Http = Xltltl ) - HXIFD
= =

= 0 (en tape N)
.



③ la restriction ftp.NI-st ( N) est
surjective car si pe IV et

¢ ,

-

,
xm) des coordonnées dans un

voisinage Uc M de p adaptée à

la sous- variété
.

Alors par tort

Xe t' nu )
on peut écrire

A- Êeàaxi
ce champ est alors défini dans U
(avec la mêre fonde ) ce qui mate
la sujectiuté
MMM

,
Nnu )→ T' INNU)

.

On conclut par un argument de
partition de l' unité

#



Sat maintenant ou métrique riemannienne

g sur M
. Ondé

④ g- = glu ( il 5=91 tu#v )
=

"

première forme fondamentale
"

de Nell
, g)

Remanie g- est un métrique riemannienne
sur N

.

② TÏ : TPM → Tp N , Ip
"

: TPM → Tp Nt
les projections tangentielle et orthogonales
associées à TPM = TPN ① TPN

"

(Ape IV )
on note aussi XETYX)

,

#¥)
tt X c- Tp M

③ Et = #DE T'Y )

tt XXe F47
,
N)



④ DIX ,' ) = F-- THEY)
B : TPNXTPN → Tp N

"

s' appelle la 2e forme fadanetde
de Ne M

.

Noter que

ü=ËE+?
(ici , X , Ye MM ,

N) en pe NI

Lemme 1
-

F est la connexion

de Levi-Civita de (N
, J )

.

Premio F est sans torsion : Soient

X. Y c- MN) .

On étend X. Y
en des champs de TIM

,
N)



alors

# t - EX! = ( txt - EX )

= IT ( [ X. YJ )
p

= [ X. M
p

Ape IV (car on a vu que si

et LM
,
N) ⇒ [ X.De TLM, N)

.

② F est compatible avec g-
On se donne X. Y

,
-2 et (N)

,

on

étend ces draps à TIM
,
NY ,

alors

Hp c- N on a

Z-fg-H.tl?--ZlglxirDp---glFzX,t)tg(X,Fztl--g/FzXtBlz,xl,Y)tg(X
,

+BIEN)



= gCEX.tl tg (X, Ezt )

+ glBIEN , Y ) + g (X, BIEN)

on évalue cette identité en pe v

(⇒ Xp ,Xp , Zp C- Tp N )
⇒ glBH.H.tt-O-glX.BH.nl
et Ezx c- TPN

, YETPN
⇒ gtvzX.tk g- (Ez X. Y )
de même g(X. Fey) = 9- (XIE)
Finalement
⇒

zgfxid-glEX.tt +JCXIEI
⇒ F est la conation de Levi-Civita
de ( Nig ) #



Lenny ① Best tensoriel ( ie
.

C (N) bilinéaire)

② Bp : TPNXTPN → Tp Nt est bien

définie (ne dépend pas de l' extension
des vecteurs en champs de vecteurs)

.

③ D est symétrique BLKYKBCY
,
x)

.

Prenez ① B est clairement IR -bilinéaire

à voir Blfx ,D= BLX, ft) = f BIXY)
Hf c- Elm

.

On a
BUXY) = T'µg×Y ) =THEY )

et
f- THEY) = f- DIX , Y)

DIX
,
= TYE ftp.T/ftxYtXlf) - t )
= Ttlf txt) + IYXIF) -Y )
-

= fttf = 0 car Yetpar



= f. T' (txt) = f BIXY) .

on a prouvé qu Best ECN) bilinéaire.

② Par voir que Bp IX.Y) ne dépend

que de X , YETPN ou se donne

des coordonnées ¢
,

- . -

,
×
"

) dans un

voisinage de pets adaptées à N
.

alors on définit D x) par
un

tafia)=ÊBÏlH -¥
(par i. s' =L

,
-

,

u )
et alors

, par
① on a pas

* ÊÀË . Ëbiôfi
⇒

q.am = aibi-B.io#
ne dépend que ai

,
bien p .



③ Blxir) - B# = IY Et - EX )
=# ([ X. D)
= 0

.

Car

X. te HM
,
N) ⇒ [ XD et Ca

,
N)

⇒ [X.Bp e- TPN = Ker )
#

-

Interprétations
Si ve Tp N alors Blv , v) admet

l' interprétation suivante : Par toute

Carbet :(- e
,

-E)→ N tg tes =p et

je)=v on a

BU
, D= Blies , id ) -_ ftp..jo )

"

= composante orthogonale de l'accélération
covariante



en particulier : §, j )
"

ne dépend

qu de
raj@ , (si THIEN, ft)

.

" ÇÏÏËÆ
f. à ne dépend que de

Kid) et pas de

la paramétrisation de ×

À Si zlt) est une géodésie
de (Nig ) alors en général slt)
n'est pas géodésique de M

.

et

VI. à = Bliss )
(car t géodésie de N ⇒ Epée ⇒ g. s'⇒tri ))



Définition La sas - variété Nc (M
, g)

estoient géodésique si
--

Par Tate courbe 8 :I-s N on a

8 géodésique de N ⇒ z géodésique
de M

(Recrue : ⇐ est toujours vraie)
.

Etaples ① Si M= R
"

,
g= métrique standard

alors Ne M est totalement gêodènqre
⑦

N est un sous-espace affine .

② Si D= S
"

CIR
""

avec g =métrique Canonge

⇒ N est totalement gèodèsiqre
⇐s v = 5 - W

avec WCTÛH un sous - espace
vectoriel

.



③ Si HELXER
" I Xu >of

alors les sous - variétés tot . géodésiques
sont les ± plans verticaux et les

{ sphères centrées sur OTHER
"

Proposent Nell,g) est
totalement géodésique
⇒ D= 0

.

Pruve-S.it géodésique de N alors

8 est aussi une gèodènqede te ⇒

Tjs = BIJ , 8) = 0 #


