
Variétés Riemanniennes
,

cours du mai 2020
-

Rappels : Sat µ ,g) = Voir . riemannienne et
Ne M sous - variété

.
On note g- =gp µ(= 1ere forme fondamentale)
.

On décompose
-

EY = Et + DIX, Y )
= Et T -

_ ÎCEYHIY)
iaXe-T.SN/peN),Yet(M#
( il suffit qu Y soit défini le long d' une
courbe z :C- E, e) → N t.q.to)=p et
j = X )
Et B est la seconde forme fondantde

de Ne M
,



On avu :
D Et est la connexion de Levi-Civita

de 5)
2) Bp : Tp VxTp N'→ Tp N

"
est bien

défini et
B : TNXTN→ Tvt

est tensoriel ( c? - bilinéaire )

( on a DIX
,
= Et- EY )

3) BUD = BH , X )

Def N est totalement géodésique si
les géodésiques de N sont des gêodènqos
de M

.

Alors : N est tot
. géodésique

⇒ DE 0
[



Proposition ( Equation de Weingarten )
Si Xi , -2 c- TH) t.q.tt pe Nana

Xp , tp C- TPN et Zpe TpNt

"

ftp.s-e-glz.BKir#PreIOuag!z,y)=oVpeNdaeX(glzirl
) = 0

.

Or

XglzirD-gltxz.DI-glX.fi/--glEZ,Hxgft,EirtBlx.nl--gltx2-irttglz , BLX,'s )

= 0

*



Théorème ( Formule de Gauss ) Soit Ne g)
une sous- variété d' une variété riemannienne
Alors

"÷i:::ü:i÷ü:â
à
R est le Up) teaser de carbone de g
E est le dis) -tenseur de courbure de j
ici X. Y

, Ziv c- Tp v (en un point pe N)

Prouver Ou peut étendre les vecteurs
X
,
Y
,
Z

,
W au voisinage de p a des

champs tels que

c) X
,
Y
,
Z
,
W c- TIM

, M
e) [XD = [Y, ES = 0 etc . .

.



On calcule :

¥ E, 2- = Ex ( EZ - BG, Z) )
= Etat ) - ElBtr, z ) )
=# rez - DIX , TAD

- ¢ H ) - DIX ,
BHAI )

= VIE 2- - ELDAD t Q
où Q L Tp N

⇒

g Et ,w ) =gltxrrz.wt-glEBHH.li)
+ g CQ, w )
Fosca

. WETPN, QETPN
"

Dae



glEEZ.wt-gl.gr#w)-glqBtr,H,w )
on utilise Wàugeuten :

g#@trtDiD-_-gCBkH.Blx.ws)
⇒

⑦ glEEZ.wt-glqqzwt-glBK.HB.kz))
de même

* glEExz.wt-glFEZ.by/Btr.4,Blx,z) )
on rappelle que [X.D= o

⇒

RLX.tl 2- = ftp.z-VIEZ-Exist
-

Donc =0

E)¥ ) ⇒

dEKirtzif-g.lt#Iz,w)-glBH,wl,BtnzttglBHwtsBCKzD
#



Corollaire 1 Si

NcMesttotaleutgeodeFqedonR-_R.Cie.g@xisz.wt-_glECXidz.w)

V-pc-N.X.KZ
,

W EIN )

Prenez 9=0
#

Corollaire2 Si pe N ,
X ,Yetp Ne

livreraient indépendants ,
alors

ÀKI = Klxir) +gwxhBK.rD-KBK.nl#4XxYll'Preu-veRappdors9lKlXD--9lR.Cxi
Il XVIIe



Définition Une fierdans une
variété riemannienne (M , g) est vue sous -variété
Ne M telle que din = 2 et tt PEN
il existe vue géodésique (non constante )
passant par p
Exemples dans TE
-

plan , cylindre , cône ,

cylindre généralisé

ÆË↳'

cR
?

Prof Si Ne M est une surface réglée
⇒

Frplxir) ftp.HY) ( Xie T.lv
1in

- indépendants )
on peut
écrire KTTPN) E KCTPN)



Prc Sat pe N ,

il existe une

géodésique TCN tg to) =p ,
JCOKX# 0

soit te Tp N un vecteur non colinéaire
à X

,
alors on a

ÀHI) = K(xp) + LBHD.it#-Bxi
Il XXIIe

et

DIX ,X) = EX - EX = t.jo -Ejj = 0
⇒

tiki) = KCX,D-
"BHAI
te EKK.tl

#
-

le cas des hypersurface, i.

en
> dim Iv = m - 1 = drink) - 1

.

Définition N est Æe s' il existe

] : N-sTMHJpttpN.JP#ottp



ïËÏ. ¥:*:
(fax globalement : ex ruban de Môbiy

dans IRI ) .

Définition Si Nc M est une hypersurface
co-orientable

,
et si J : Ns TN

" tq
.

KJPK = I tp .

Alors on définit
la

secoudefornefadametdescalaimblx.H-glBK.tt
, J )

⇐ BI = blx.tl - J
On défini aussi l'application de Weingarten
( "Shape opérateur ")-



tpe N
, ↳ : TPN → Tp M pa-

↳④=
(ou écrit savent b- TJ )

Propriétés D 4X) C- Tp N

" GCKX) ,D= - blxi)

s) L est auto -adjoint :

gCLxirt-_glX.LHPreove_nglz.Jy-_1daeo-X@t3D-_2glEJ.J
)

= EGLLX, 3)
⇒ 4) LJ ⇒ XETN



↳ C'est l' identité de Weingarten ,
mais

on peut praev directement

glt, 3) I o si Y est un drap
⇒

( tangent à v )
0=119475 ) ) = g ( txt, J ) +9ft, EI )
= blxir) + glr, LX )
(car blx.tt = g (Et , 3 ) )
s) Découle de la symétrie de b

glhX.tt = -blxy) = -BHAI
= gfX.LY)

#

Rappel : Si L :RITE est auto-adjoint
⇒ L est orthogonalement diagonalisable



ie
.
il existe une base

ui , - : un C- Tp N ( Ape N)
qui vérifie

1) g lui , Us ) = §

e) Kui ) = ki U i
( ki e R sont les valeurs propres )
Def , K

. .
. : Ku sont les

pùde l' hypersurface
e) les UieTp M représentent les directions

principales de N en p

3) Detd) = II. ki = Kça» (P )
=Caius de N en p

4) tntracelt Ê
,

ki = HIP )
= carburée



Théorème Si N'c M' est une surface
dans une variété riemannienne de dim 3

Alors tt pe N on a

kpltpv-kpltpkltkqa.lt
Prévue Ou peut choisir U

"
U
,

c- Tp N

qui sont orthonormé et vecteurs propres
pour L ( directions pin'pales )

⇒ Kaa
,
G) = dette = klp) - kelp)
= blu.int -blue.ae) - bla, .net

Dae par
le résultat précédent ⇒

Elu , .ae) = klu.me/tKaassCP)KU,xudl'
avec Mallett = 1

.

#



Epoutiriez Si M= TE fie . Ne )
alors KLTPN ) = 0 =)

Kças, (P) = È (p) (= ÈCIN) )

qua.tt/defiriele ¥:* )
"
%:
de la 1ere fac
fondamentale
(des g " . et les dérivées )

⇒ Théorème eg region de Gauss (1827 )
-

" le produit des carbures principales
d' une surface dans ne dépend
que de lagéométrie intrinsèque de
la suface "



ËËÏ


