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THEOREME 4.2. Soit G C Isom(R3)* un groupe fini d’isometries speciales, alors en tant

que groupe abstrait G est isomorphe a ['un des groupes suivant:

(1) Un groupe cyclique.

(2) Un groupe dihedral.

(3) Le groupe alterne alterne Ay (d’ordre 12.)

(4) Le groupe symetrique &4 (d’ordre 24.)

(5) Le groupe alterne 25 (d’ordre 60.)
et chacun des groupes ci-dessus peut-etre realise comme groupe fini d’isometries lineaires

speciales de R3. Par ailleurs tout groupe fini d’isometries speciales est conjugue a lun de
ces groupes par une isometrie speciale.



DEFINITION 4.1. Soitn > 1 et &,, = Bij({1,--- ,n}) le groupe symetrique de n elements.
On rappelle que le groupe &, admet un morphisme (de groupe) a valeurs dans le groupe
multiplicatif {£1} (la ”signature”) qui est non-trivial:

sign: 0 € G,, = {£1}.
Le noyau de sign est appelle groupe alterne et est note 2, :
2, = ker(sign) = {0 € &,,, sign(o) = det(¢,) = +1}.
Comme sign est non-trivial, c’est un morphisme surjectif et on a
Sn/U, ~ {£1};

ainsi U, est d’indice 2 dans &, ou de maniere equivalente d’ordre n!/2.
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(1) SiG est cyclique d’ordren > 3 alors G est realisable comme le groupe des isometries
speciales preservant un cone polyhedral convere a n + 1 sommets dont la base
est un polygone requlier a n sommets et dont le dernier sommet est sur ['axe
perpendiculaire au plan du polygone et passant par son centre. Sin = 3, on
supposeque les aretes ne sont pas toutes de meme longueur: ie. que ce cone n’est
PAS un tetraedre regulier.
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(2) Si G est dihedral d’ordre 2n > 6 alors G est le groupe des isometries speciales d’un
double-cone obtenu comme la reunion d’un cone de base un polygone requlier a n
cotes comme ci-dessus et de son symetrique par rapport au plan de la base du cone.
Sin =4, on suppose, de plus, que les aretes ne sont pas toutes de meme longueur:
ie. que ce double cone n’est PAS un octahedre requlier.
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(3) Si G est isomorphe au groupe alterne Ay alors G est le groupe des isometries
speciales d’un tetraedre requlier.




(3) Si G est isomorphe au groupe alterne Ay alors G est le groupe des isometries
speciales d’un tetraedre requlier.
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(4) Si G est isomorphe au groupe symetrique Sy alors G est le groupe des isometries
speciales d’un cube (ainsi que d’un octaedre regulier).
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(5) Si G est isomorphe au groupe alterne Us alors g est le groupe des isometries spe-
ciales d’un dodecaedre regulier (et d’un Uicosaedre regulier).
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DEFINITION 4.3. Un polytope P C R3 est un sous-ensemble compact d’interieur non-vide
obtenu comme intersection d’un ensemble fini de demi-espaces fermes de R>:

t
P= ﬂ dE;
=1

avec
0B, = (P < B3 (P@) — b < 0)
avec w; € Rs et h; € R.
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DEFINITION 4.10. soit P un polytope; un drapeau de P est la donnee d’un triplet
D= (S,AF) e S(P) x A(P) x F(P)
tel que
SCACFCP.
On note D(P) l’ensemble des drapeauz de P

DEFINITION 4.11. Un polytope est requlier si son groupe d’isometries agit transitivement
sur l'espace des drapeauz D(P). Un polytope regulier est appelle solide platonicien.

THEOREME 4.9. A isometrie et homothetie pres, les seuls polytopes requliers sont le

tetraedre (requlier), ’hexaedrey(requlier) encore appelje ”cube” o octagdre requlier et icosaedre

(requlier) fl} ‘&. c‘QMa’ & é\&,& e






PROPOSITION 4.1. Soit G C Isom(R3) un groupe fini d’isometri iste'e € R qui

est un point fize de tout element{GEIGH “ %CG %(.QD!.'L
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COROLLAIRE 4.1. Soit G un groupe fini d’z’sometm’esﬁnes alors il existe une translation
t tel que le conjugue

Ad(t)(G) =to G ot~ € Isom(R?)g

est forme d’isometries lineaires. —
Pvc'_\ﬁye: m\‘\' o, w~ ‘o\' 5,% )061«6

o'\' goe( t :t}.e—' =tvameoj\\b~\ 'oan -e
C—;o: to G,t—'a t_eegot 866

<

’t¢°“6°te.(6)) - Te (éée)):ge(e)

¢ =0 [



LOh O\W\\J?e, &«- /Bu_\/w’oiao:— (R(n

THEOREME 1.7 (Formule de Burnside). Soit G un groupe fini et G ~ X un G-ensemble

fini. Soit
66 XI={zreX, gr=u}

I’ensemble des poids fixes de G, on a

1
|G\X| = @ZIXglr

geG

le nombre d’orbites de G dans X est la valeur moyenne du nombre de points fixes des
element de G.



DEFINITION 4.2. Soit g € Isom(R3)g une rotation non triviale (g 75%,). Les poles de g
sont les deuz points (symetriques par rapport a lorigine) a lintersection de la sphere unite

§?={z e R’ ||z]| = 1}
et de l'axe (des points fizes) de g:
{Pg, —Fy} = Fix(g) N s2.
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PROPOSITION 4.2. Le G-ensemble X n’a que deux ou trois orbites et les seules possi-
bilites sont les suivantes:

G"bb\‘ ~v o |s1]s2]s3||G[||O1] ][0 ||0s]| [X]
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