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Géométrie Riemannienne Exercices

Série 11 � avec solutions 18 mai 2020

11.1. (Inégalité de Synge)

(a) Une surface N de R3 est dite réglée si pour tout point p ∈ N il existe un segment de droite
euclidienne [a, b] contenu dans N et qui contient le point p en son intérieur (exemples : un
plan, un cylindre ou un cône).
Prouver que si N ⊂ R3 est une surface réglée, alors sa courbure est négative ou nulle.

(b) Dé�nir la notion de surface réglée dans une variété riemannienne quelconque et généraliser
le résultat précédent.

Solution. Voir Corollaire 4.2.11 du Polycopié.

11.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne.

(a) Montrer qu'en dimension 2, la courbure scalaire vaut le double de la courbure sectionnelle.

Solution. En dimension 2 il n'y a que un plan dans l'espace tangent TpM ; on denote kp sa
courbure sectionnelle. Soit e0, e1 une base orthonormée de TpM . Alors :

Ric(e0, e0) = trace(X 7→ R(X, e0)e0) = g(R(e0, e0)e0, e0) + g(R(e1, e0)e0, e1) = 0 + kp.

De même, Ric(e1, e1) = kp, donc Scal = trace(Ric) = 2kp.

(b) On dit que (M, g) est une variété d'Einstein si Ricg = λg pour une constante λ. Montrer
que si (M, g) est d'Einstein et de dimension 3, alors sa courbure sectionnelle est constante.
Est-ce valable en dimension supérieure ?

Solution. Soit M une variété d'Einstein à 3 dimensions. Comme Ric = λg, pour chaque
vecteur unitaire v ∈ TpM on a Ric(v, v) = λ. Soit Π ⊂ TpM , un 2-plan, et soit (e0, e1, e2)
une base orthonormée de TpM tel que (e0, e1) est une base orthonormée de Π. On calcule :

λ = Ric(e0, e0) = K(e0, e1) +K(e0, e2).

En faisant de même pour Ric(e1, e1) et Ric(e2, e2), et en dénotant Kij = K(ei, ej), on
obtient le système : 

K01 +K02 = λ

K01 +K12 = λ

K02 +K12 = λ.

On somme les premières deux équations et on reste la troisième pour montrer que K01 = λ
2 ,

et cela montre que la courbure sectionnelle du plan Π ⊆ TpM est λ
2 .

En dimension 4 on a l'example de S2×S2 avec la métrique produit. Cette variété est Einstein
mais sa courbure sectionnelle n'est pas constante.

11.3. (*) Prouver la seconde identité de Bianchi : Si R est le
(
0
4

)
tenseur de courbure de (M, g), alors

∇R(X,Y, U, V,W ) +∇R(X,Y, V,W,U) +∇R(X,Y,W,U, V ) = 0.

Indication : Il su�t de prouver cette identité en un point p ∈ M �xé (mais quelconque). On peut se

donner un système de coordonnées inertielles de Riemann au point p.



Solution. Voir le livre de Lee, Proposition 7.5

11.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne et p ∈ M . Montrer que le développement de Taylor de g
en coordonées normales centrées en p est

gij(x) = δij −
1

3
Rikljx

kxl +O(|x|3).

Indication : Soit γ(t) = (tV1, ..., tVn) une géodésique radiale et J(t) = tW i∂i un champs de Jacobi
le long de γ. Dériver un nombre su�sant de fois g(J(t), J(t)).

Solution. D'abord on voit que J(t) est bien un champs de Jacobi le long de γ parce qu'il y a une
variation de géodésiques γs(t) tel que γ0 = γ et ∂

∂s

∣∣
s=0

γs(t) = J(t), à savoir, γs(t) = t(V + sW ).
Cela implique que J(t) est un champs de Jacobi ; voir Prop. 4.5.2 du polycopié.

En calculant 4 dérivées de t 7→ (‖J(t)‖γ(t))2 dans le point t = 0 on obtient le développement
Taylor

(‖J(t)‖γ(t))
2 = (‖W‖x=0)

2 t2 − 1

3
〈R|x=0(V,W )V,W 〉 t4 + o(t4).

Le calcul est fait dans le livre de Do Carmo, Chap. 5, Prop. 2.7.

On peut diviser la dernière équation par t2 parce que

(‖J(t)‖γ(t))
2 = (‖tW‖tV )2 = t2(‖W‖tV )2.

On obtient

(‖W‖tV )2 = (‖W‖x=0)
2 − 1

3
〈R|x=0(V,W )V,W 〉 t2 + o(t2),

ou, en coordonnées,

gkl(tV )W kW l = gkl(0)W kW l − 1

3
Rikjl(0)V iW kV jW lt2 + o(t2).

Comme cette equation est valable pour tout W , on déduit que

gkl(tV ) = gkl(0)− 1

3
Rikjl(0)V iV jt2 + o(t2).

On compare cette developpement Taylor spécial avec le développement Taylor générique

gkl(x) = δkl +
1

2
∂i∂jgkl(0)xixj +O(|x|3)

(Remarquer que ∂igkl(0) = 0 parce que le système de coordonées est normal, donc inertiel dans
l'origine.) En particulier, en substituant x = tV on obtient

gkl(tV ) = δkl +
1

2
∂i∂jgkl(0)tV itV j +O(t3).

La comparaison montre que 1
2∂i∂jgklV

iV j = −1
3RikjlV

iV j dans l'origine. Comme ∂i∂jgkl est
symmetrique dans le paire d'indices i, j, on conclut que 1

2∂i∂jgkl(0) = −1
3Rikjl(0) et donc

gkl(x) = δkl −
1

3
Rikjl(0)xixj +O(|x|3).
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11.5. Soit (M, g) Une variété Riemannienne de courbure sectionnelle non positive (K ≤ 0), et γ :
[0, 1]→M une géodésique de M . Montrer que si Z est un champ de Jacobi le long de γ, alors

t→ ‖Zt‖

est une fonction convexe.
Indication : Montrer d'abord que t 7→ ‖Zt‖2 est convexe.

Solution. On a

d2

dt2
‖Zt‖2 = 2

d

dt
〈∇tZ,Z〉 = 2〈(∇t)2Z,Z〉+ 2‖∇tZ‖2 = 2〈R(γ̇, Z)γ̇, Z〉+ 2‖∇tZ‖2,

et cette quantité es non-negative parce que la courbure sectionnelle est non-positive.

En utilisant l'identité d2

dt2

√
f =

ff ′′− 1
2
f ′2

2f3/2
pour f(t) = ‖Zt‖2, on obtient

d2

dt2
‖Zt‖ =

‖Z‖2〈R(γ̇, Z)γ̇, Z〉+ ‖Z‖2‖∇tZ‖2 − 〈∇tZ,Z〉2

‖Z‖3
≥ ‖Z‖

2〈R(γ̇, Z)γ̇, Z〉
‖Z‖3

≥ 0.

Ici on a utilisé l'inégalité de Cauchy�Schwarz 〈∇tZ,Z〉2 ≤ ‖Z‖2‖∇tZ‖2 et le fait que 〈R(γ̇, Z)γ̇, Z ≥
0.

11.6. Soient (M, g) une variété Riemannienne et γ : [0, 1]→M une courbe dansM . On dé�ni l'énergie
de γ par

E(γ) =
1

2

∫ 1

0
g(γ̇(t), γ̇(t))dt.

Écrire les formules de variation première et seconde pour l'énergie.

Solution. Voir Do Carmo, Chap. 9
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