
Géométrie Riemannienne
,
cars du 26 Moi

-

§ 45 Champs de Jacobi et Th .

de Cartan -Hadamard
-

Soit t :[ a.b) → 17 vie géodésique d'une
variété vietnamien µ ,g) .

On note

Pr ÷ IX :[a.bz →TMIXEE , XÉTous " }
l' ensemble des draps de votes le long de T
c'est un Eta.bz ) .

Déf a) opératoire % :p→ Y
est défini par

3. ( XKVÎX t Rlxiotj

b) K€4 est un diapo si

Xe Kev (f) , 3. (X) = 0



Proposition Soit t vuegéodésique de M

et ce :(- c. c) x[a.b)⇒ M une variation de

r par des géodésiques .

Alors

Ê=¥(¥ ) est un drap de
Jacobi

.

Soit X=Ê alors on a

D EX ± 0 (car ttsycs.tt est géodésiquets)

e) [X. B = dyt %) ) = 0
3) EX = Txt - [Y, = Txt

.

-
=0

Donc

3.G) = tqt t RK.BY
= EtX + RUDY
= qq × (par définition de R )



Dae Jak) = VIE X = 0

un

= 0 #

Y
dès

↳ Y doit être un champ de Jacobi
dès que les cartes intégrales de X sont
géodésiques
Remanie la réciproque de la proposition
est aussi vraie (cf . polycopié) .

Application ( Calcul de courbure en dis 2)
Supposons que dans un ouvert ll d' une

surface Riemannienne ( M
.g) On a



g = dit bla» dy
'

Kien 4=19 = ( Ê %
" , )

Alors les courbes t' = constantes } sont géodésiques
Dae X - ¥ uèufie EX- O ( KXH -_ 1)
D' autre part W=±Y vérifie

• HWH =

t.gl/.w)--o
Dae V est parallèle le long des

géodésiques t-s-t.to ) ( ici on utilise

qu dim = 2)
.

⇒ Tzw = qW=O
D' ate par Y= =b. W est Jacobi



(car 46f) = ( f. s ) est géodésique ts
et on peut appliquer la proposition pvèàdete)
=)

0 = JIN = VÏY + RH.MX

= t'(b.lu/+Rlbw,X)X--XlXlbD.Vtb.RCw,X)X
⇒

¥! - W t b. Rlwx)X = 0

Si on fait le produit scolaire avec V
⇒

¥! . Huit blrlwxk.ws = o- -

= ? = KIX
,
w)

(car KXIKKWK = 1
,
Xtw )

⇒

*÷e÷÷÷÷:S



Exemptes ① Si blx
.» = Lpxtq )

⇒

g = dû + (* g)
'

dy'

est de carbure nulle

(par exemple dinde
'
→ carbure nulle )

② Sur la sphère en a eu coordonnées

polaires
dé + siûtlldet

vérifie
K ⇒ 1

.

(car - s.in
"

(q )
si,

= + 1)

③ le plan hyperbolique eu coordonnée polaire
→ g=dr' + siulicr, dy

'

⇒
K = -

Sink
= - 1

.



[bis ) Dans le ± plan de Poincaré
on a

g-_Ie@xetd.i )
faisons le drayent de variable :

Xx
,

2- = log (g) ⇒ y = et

et de
DJ
= ¥ ⇒ dé =

y
2

⇒

g = #(dxetd.it = êdx' + de
'

(on dit qu (x ,z, sont des coordonnées
horocycliques)
et donc

K =- ¥ Ë) = - 1
!

-

.

= 1



Leny Soit ( a.g) une variété Riemannienne
à K Eco ( courbure sectionnelle E o )

et
-8 : fois - s M vu géodésique .

Alors

Si Ye Tj est un draps de Jacobi
das
f A) =# Elle est connexe

.

Treme

Tua l' = #¥4,47) -- toi ,
⇒

j'A) = (Et
,

t LVTÏY )
= HEMI - ( Rt

,
si ) J

,
Y )

(car Yep est Jacobi : tir + Rtsi =D
Observons qu
( RH , 8) si , = 0 si Tj sont lin . dépends

et
(Rtsi

,
= Kt

,
si) -Haiti f0



Car on suppose (M ,g) est à K E O
.

On a donc toujours

I
"

# = ÊIIKKÎ) z k Izu
#

(Remarquez On peut aussi prouver que )tt> 11¥11 est connexe

-

ThèHad(partiegénétique)
Soit laid une variété riemannienne tg .

D Kg) complète
2) KE o (ie

. Kp EO
,
tp
tt X.YETPMI

Alors l'application exponentielle
est localemet dilatante :

Hd Lexpplyl (5) Il z KSK
( tt se Tvftptl) = Tp M)



Trey Il s'agit de comprendre la différente
(en un pt de Tpr) de

expp : TPM→ M

cela fait intervenir les champs de Jacobi .

Soit veTpr et 5 c- Tu#M) = Tp M
on veut coup rendre

dfexpplv)) (s ) c- Tg M

à q = exp , (
v)

.

ËËÆÏ":

M



On pose Ht) = exppltv ) (o Et EI )
c'est une géodésique de R qui relie p à

5- expplv) .
On considère ensuite la

déformation suivante QH
,» de t définie

par

A) = expplt.LV tss ))
On note qu
c) t ↳ 46A) est géodésique ts
E) tu ylo.tt = Htt = exppttv)
( :) ¥ ta --%, = fzfoexpplvtss )

= dfxq.HU
↳ ¥, = ¥!!t.ge II

est un champ de Jacobi
.



Par la proposition précédente e.

t ↳ KKK
'

est connexe
.

On rappelle quedCexpp@D-_IdtpnDaellEgK-_kS4etllYa.alKHoexppHlSN
Par connexité =)

,

" Kali zllko.nl/
⇒ Krantz III.

* Hell SH
Dac tt se Tp M = Tu# M) on a

HSHpfkdexp.cn/s,4gG=exrpHl
#



théorie (partie topologique )
Soit µ g) connexe

,
complète

,

à KEC

Alors
exppi.TN → M

est un revêtement
.

Trey On note

le = exp! (g)
c'est ue métrique vietnamien su TpRIR

"

et loi
,
b) est complet (car hzgp )

[exercice]
Dae exp

.

: @u.h) → (e
, g)

avec c (Ra
,

h) est complet
. exp,

est un ixrètué local

⇒ expp est un revêtaient #



Coaltar f) expp : Tpr → M est

le revêtement universel
.

(e) Si M est compacte à KE c
⇒ mdr) est infini

.

Trey (e) Car Tpr= IR
"

est simplement
couexe

(e) Un résultat standard de topologie algébrique
dit que si f : II → n est le revêtement

universel de M et M est compact
,
alors

T.IM) est fini ⇒ II est compact
#

r


