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Géométrie Riemannienne Exercices

Série 12 — avec solutions 28 mai 2020
12.1. Une variété de Cartan-Hadamard est une variété Riemannienne compléte, simplement connexe

12.2.

et & courbure sectionelle non-positive. Dans une telle variété M, montrer que si vy, 71 : [a,b] — M
sont des géodésiques, alors la fonction ¢ — d(vo(t),71(t)) est convexe.

Indication : Il peut étre utile de montrer que ’exponentielle globale

Exp: TM — MxM
(p;v) = (p,q=-expy(v))

est un difféomorphisme. Aprés il faut utiliser la formule de variation seconde.

Solution. Selon le théoréme de Cartan—-Hadamard, pour chaque point p € M, 'exponentielle
ponctuelle exp,, : T, M — M est bijective. Cela implique que I'exponentielle global es bijective.
En plus, sa différentielle est de la forme

_fidpy 0
dpr EXp - ( * dv epr> )

donc réguliére. Cela implique que ’exponentielle globale est un difféomorphisme. L’application
inverse est

Exp™': MxM — TM
(pq) — (p,v=-exp,'(q))

Soient 9,71 : [a,b] — M des géodésiques. Pour s € [0,1] et t € [a,b] on définit ~s(t) =
expy, 1) (s V(t)), ou V(1) = exp;()l(t) (71(t)). Remarquer que 75 = 9 si s = 0, et que 75 = 7 si
s = 1. Remarquer aussi que V est un champs de vecteurs C* le long de 7g parce que (p,q) —
exp, 1(q) est une application C*°.

Pour chaque t, la courbe n; : s — v5(t) est un géodésique de longueur ¢(n;) = d(yo(t),v1(t)), donc
on doit motrer que %E(m) > (. Cela est possible en utilisant la formule de variation seconde
(Théoreme. 4.3.1 du polycopié). Le terme de bord est nul parce que les extrémités 7:(0) = vo(t)
et m:(1) = ~1(¢t) parcourent des géodésiques. L’intégrant est positif parce que la courbure est
négative, donc on conclut que %E(nt) > 0. O

Prouver le théoréme 4.5.1 du polycopié : On peut réécrire la formule de variation seconde sous
la forme suivante : Si ¢ : (—¢€,€) X [a,b] — M est une variation de la géodésique v : [a,b] — M
(parametrée par longueur), alors

d2 t=b

= - /:u(yl),yﬂdt

Ups) = (V¥ Y,4) + (V- v )|

s=0 t=a
oul =4L(y),Y := g—f et J(Z) = (Vi)*Z — R(%, 2)7.

Solution. On commence avec la formule de variation second du Théoréme 4.3.1. On réécrit le
terme fol |V¢Y+|%2dt en utilisant I’équation

2
HthlH — (VY vy = XVt v ) — (vav vt v
On obtient

1 1
/ |V Y42 dt = (VYL vt izé—/ (V)2rL vt at.
0 0



D’autre part, on sait que
i i o . 1 . 1y : ERG
R(77Y7’7>Y) - R(’YaY 7’77Y ) - <R(7>Y )77YJ—>

Alors
1 2 =1 1 1
/ (HthiH +R(ﬁ,Y,ﬁ,Y)> dt:(VtYi,YH\t—o—/ ((vt)QYi,YﬂdH/ (R(%,Y1)4, vhyde
0 0 0
1
- <thi,YL>\§j) —/ (J(Y1), vty de.
0

O

12.3. (Théoréme de Synge) Soit M une variété Riemannienne compacte de dimension n & courbure
sectionnelle positive.

(a) Sin es pair et M est orientable, alors M est simplement connexe.
(b) Sim es impair, alors M est orientable.

Indication :

On peut utiliser le fait que dans chaque classe d’homotopie non-triviale de courbes fermées il y
a une courbe 7 de longueur minimale ; cette courbe est une géodésique fermée.

Construire un champ V' le long de v qui soit paralléle, orthogonal a 4" et non nul. Utiliser la
formule de variation seconde.

Solution. Soit M orientable, de dimension n pair et & courbure sectionnelle positive. On suppose
qu’elle n’est pas simplement connexe, donc il y a une classe d’homotopie non-triviale de courbes
fermées. Soit v : R/Z — M une courbe de longueur minimale dans la classe d’homotopie. Elle
est une géodésique fermeée. Soit p = (0), soit

T,M* = {v € T,M : (v,7(0)) = 0},

et soit A : T,M L T,M L Vapplication de transport paralléle. Elle est une isométrie linéaire et
qu’elle présérve 'orientation, donc on peut utiliser le lemme suivant d’algébre linéaire :

Lemme : Soit A : R"~1 — R"~! une isométrie linéaire tel que det(A) = (—1)". Alors A fixe un
vecteur non nul. (On omet la démostration de ce lemme.)

Soit Vp un vecteur non-nul fixée par A, et soit V(¢) le champs paralléle le long de v tel que

V(0) = Vb.
On considére la variation de ~y suivante : vs(t) = exp. (s V(t)). La formule de variation seconde
montre que f—; . £(vs) < 0, et cela contradit la minimalité de ~.

s=

Dans le cas ol n est impair la solution est similaire. On suppose qu’il y a une courbe qu’inverse
l'orientation, on prends une courbe minimale v dans la classe d’homotopie, on trouve un champs
paralléle orthogonal et on fait une variation. O



