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Série 9 — avec solutions 31 mai 2020

9.1. Arnaud et Bernard jouent le jeu suivant. Arnaud definit une metrique g = gq(y) dans un
entourage de 'origine de R™. Ensuite Bernard doit faire un changement de coordonnées y = f(x)
(sans déplacer l'origine) de facon que la métrique resultante, h = h;j(z) = f*g, soit aussi similaire
que possible & la métrique Euclidienne en ce qui concerne & la valeur des coefficients h;; et leurs
dérivées partielles dans l'origine.

(a) Ecrire les coefficients h;; et leurs dérivées partielles jusqu’a lordre k (k = 0,1,2) dans
Porigine en termes de la valeur de f et ses dérivées jusqu’a 'ordre k + 1.

Solution.
_ ayc 8yd
hi () —gcd(y)ww
Ay’ dy° oy O?ye oy’ oy 0%y
Oihi =09, Je od — ——
ikl =Cefed 7y 5 50k 9at I 9rionk 9at | 9 9uF Do
o g QU OO O O oy o By ayt oy oy Oy
ittt =CabJed 5 15 Bi 9k 9l T 9l Griawi ok 9t T Il 90d driozk 9l T Il 5i fak ridal
N 3 ayb 82yc ay + aByc 67yd 82yc ade
b9ed i Dxi 0k 0t | I 9ri0z 0k 05 | I Dri ok Dri O
+a ayb ay 82 d N 82yc ade N (93/0 aSyd
b9ed 51t 9k Dridzl | Il 9rionk 9zidal | IV 9k Dridwi O
Ces équations sont valables partout, en particulier dans I'origine. ]

(b) Montrer que, une fois choisis les derivées premicres 9;f(0), il y a exactement une maniére
de régler les derivées secondes de 0;0;f*(0) de fagon que 9jhy(0) = 0.

Solution. On a vu ca dans l’exercice 6.1. O

¢) Montrer qu’en général il n’est pas possible de assurer que 9;0;h;(0) = 0 par manque de
Mont ’ énéral il n’est ible d 0;05hy (0 0 d
degrées de liberté. Combien de degrées manquent ?

Solution. Bernard peut choisir les dérivés premiéres 9;f*(0) de n’importe quelle maniére.
Une fois fait ¢a, il a une maniére de choisir les dérivés secondes 0;0;f*(0) de facon que
0;hi1(0) = 0. Leur valeur dépend de g.q(0) et de 9pg.4(0) = 0. Finalement, en ce qui concerne
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aux dérivées secondes 0,059.4(0), dont il y a (%) nombres réelles indépendents, Ar-

naud peut choisir n’'importe quelle valeur. Par contre, parmi les dérivées 0;0;0;f°(0) il y
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nombres indépendents que Bernard peut controler. Alors Bernard
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degrées de liberté.
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Commentaire : Le nombre % est la dimension de ’espace vectoriel des tenseurs R;jz,
avec les symétries d’un tenseur de Riemann

Rijri = —Rjig = —Rijik



Rijri + Rjpia + Riji = 0.
OJ

(d) Dans le cas ou M est une surface, dans le systéme de coordonnées normales (cf. exercice
6.5), montrer que toutes les dérivées 0;0jhy s’écrivent en termes d’un seul nombre. (Ce
nombre est la courbure de Gauss.)

Solution. Les 16 nombres c;ji = 0;0;9;1(0) sont de 5 types :
— type PP (pure-pure), par example dydpgoo,
— type PP’(pure-pure’), par example 9yppg11,
— type PM (pure-mélangé), par example dydpgo1,
— type MP (mélangé-pure), par example 9y goo,
— type MM (mélangé-mélangé), par example dyd1go1-
Les termes de type PP et PM sont nuls parce que, par example, dans la ligne 2! = 0 on a
goo = 1 et go1 = 0, donc
9000900(0) = 0o0ogo1(0) = 0.

Les termes de type MP sont nuls aussi, parce que de 1’équation
Cijkl + Cjkil + Crijt = 0
(prouvé dans I’exercice 6.5) on obtient avec (ijkl) = (0100)
9001900 + 0100900 + oo g10 = 0.

Ici le troisiéme terme est nul, et les deux premiéres sont égales et donc nuls aussi. Cela
montre que Jyd1gop = 0. Il reste analyser les termes de type MM et PP’. De la méme
équation avec (ijkl) = (0101) on obtient

0001901 + 0100901 + Op0og11 = 0,

et d’ici on voit que
00og11 = —20001go1-
donc il suffit de connaitre 9y01g01(0) pour calculer tous les autres 0;0;9:(0).

Commentaire : Dans D'exercice 11.4 on verra que 9pd1go1(0) = —3Ro101(0) = 3K(0), oit K
est la courbure sectionnelle ou de Gauss. O]

9.2. Dans l'espace euclidien R"

(a) Trouver toutes les connexions qui ont les mémes géodésiques que la connexion de Levi-
Civita.

Solution. Soit V une connexion dans un ouvert U C R™. On dénote I'y,(V, W) := Fijk|xViWi Ok
pour tout z € U, V,W & R™. L’acceleration covariante d’une courbe ~ est

VQ’Y — ’}// + F(’}/,’}/)

et les géodésiques sont les courbes a acceleration covariante nulle. La connexion V est la
connexion de Levi—Civita si et seulement si I' = 0, et une connexion a les mémes géodésiques
que la connexion de Levi-Civita

si et seulement si I';(V, V) = 0 pour tout V € R™ et tout = € U,

si et seulement si I'y(V,W) = —I'(W, V) pour tout paire de vecteurs V,W € R" et tout
x € U. si et seulement si Fijk|x = Fjik|x pour tout z € U. O
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(b) Si n = 3, parmi cettes connexions, trouver celles qui sont compatibles avec la métrique
euclidienne. Reéfléchir sur le mot “torsion”.

Solution. Soit n > 3, et soit V une connexion qui a les mémes géodésiques que la connexion
de Levi—Civita. Alors V est compatible avec la métrique euclidienne si et seulement si pour
toute courbe v et tout paire de champs V, W le long de

(VW) = (Vy VW) +(V,Vy W)
(VW) + (VW) = (VI T, V), W) + (V, W+ T(y, W)0 = (T, V), W) +(V,T(y,W))

Donc pour tout € U et tout Z € R", la transformation linéaire V — T',(Z, V) doit étre
antisymétrique. Alors la transformation

(Z,V,W) = (Ie(Z,V), W)

doit étre antisymétrique dans le paire (Z,V) et dans le paire (V,W), donc elle est un
multiple du déterminant. Cela équivaut a que I'y(V, W) = a,V x W, o - x - est le produit
vectoriel et a € C°°(U). Par conséquent, le transport paralléle le long d’une géodésique fait
tourner les vecteurs autour de la direction de la géodésique. Voici un possible origine du
mot “torsion”. O

9.3. Rappeler ce qu’est un 2-plan I C T'M dans une variété Riemannienne (M, g) et la courbure
sectionnelle K (IT). Puis démontrer que cette notion est bien définie (i.e. indépendante des choix
effectués dans la définition).

Solution. Voir Prop. 4.1.5 du polycopié. O
9.4. Montrer que le tenseur de Ricci est symétrique : Ric(X,Y) = Ric(Y, X).

Solution. Sipe M, X,Y € T,M et (E;); est une base orthonormée de T),M, alors

Ric(X,Y) ZR V,E;, W, E;) ZR W, E;, V, E;) = Ric(Y, X).

O

9.5. Dans une variétée riemannienne (M, g), éxprimer la courbure sectionnelle de la métrique ¢’ = a%g
en fonction de la courbure sectionelle de g.

Solution. La métrique ¢’ a la méme connexion de Levi—Civita que g, donc le tenseur de courbure
de Riemann de type (?) est le méme : R'(X,Y)Z = R(X,Y)Z. Alors la courbure sectionelle d'un
plan IT generée par deux vecteurs X,Y est

J(R(X,Y)X,Y) a? g(R(X,Y)X,Y) 1

KD =~ XX g0y) — g (XY adlgX X)g(v.Y) — g7~ @k )

O
9.6. On considére une surface riemannienne o la métrique est donnée en “coordonnées polaires” par

g =dr®+ f(r,0)>d6*.



(a) Montrer que la courbure sectionnelle K (r, ) est solution de I’équation

O f
W+Kf_0'

Cette équation s’appelle I’équation de Jacobi dans le cas des surfaces. Elle réapparaitra dans
le cours dans le cas général.

Solution. On cherche & calculer
0 0\ 0 0 0 o 0
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avec le moins de calculs possibles (attention : par convention cette expression est 'opposée

de la courbure).

of
Montrons d’abord que V2 = ‘?(%0))

Pour cela on remarque que
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On en déduit que V(;% n’a qu’'une composante selon %, disons V(;% = a(r,H)%, et que
1/ 0 8 1 o 0 9 (r,0)
a={agsas)=m(Vog . 55) =
12 00’ 00 12 or’ 00 f(r,0)

Pour la suite, on sait déja que

s

Mais d’autre part

et aussi

comme on voulait.

)
Vig: =0

car les courbes § =constante sont géodésiques.

Vu P’expression de la courbure que l'on cherche & calculer, il n’y a pas besoin d’explici-
ter Vg%. (On pourrait le faire, par un raisonnement analogue, on trouverait d’ailleurs

of
d 209 o 9 d
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On a maintenant tout ce qu’il faut pour calculer la courbure (& partir de maintenant seules
les dérivées partielles de f par rapport a r sont utilisées; on les notes pour simplifier f) :
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Ainsi



Pour avoir la courbure sectionnelle, il faut encore diviser par la norme au carré de % (et
prendre I'opposé). On trouve alors

f//

o

ce qu’on voulait. O

K =

(b) Justifier que
lim f(r,#) =0 et lim g(r 0) = 1.

r—0 r—0 Or

pour tout 6.

Solution. Par la symétrie du probléme on peut supposer que 8 = 0. Rappellons comment on
construit les coordonnées polaires. On commence avec une métrique h en coordonnées nor-

males et on définit g = f*h, ot f(r,0) = (rcos6,rsind). Alors f(r,0) = ,/h(9g, 0p)|n(r6);

et en particulier

f \/h 7“61,7‘81 (r,0) \/hn r,0)

parce que Jg|(,0) = 701 dans la ligne § = 0. Comme le systéme de coordonnées es normal,
on sait que hii|g0) = 1 et dohi1,) = 0. D’ici on voit que lim, o f(r,0) = 0, et que

doh11|er0)
lim 0. f(r, 0) _}%7 =+ y\/hi1l o) = 1.
24/h11l(r0)

(c¢) Déduire la valeur de la courbure de la géométrie hyperbolique.
Solution. Avec f(r,0) = sinh(r) (calculé dans l'exercice 6.4) on trouve K = —1. O

(d) Donner une expression (en coordonnées polaires) de toutes les métriques a courbure constante
sur une surface.

Solution. Avec K = 0,1,—1 on trouve f(r,0) = r,sin(r),sinh(r). On & déja trouvé cettes
métriques dans ’exercice 6.4. O

(e) Prouver que deux surfaces de mémes courbures constantes sont localement isométriques.
Sont elles globalement isométriques 7

Solution. La courbure constante K determine la métrique proche de lorigine : si K = a® >
0, alors
g = dr? + sin(ar)?dé?,
et si K = —a? < 0, alors
g = dr? + sinh(ar)?d6?,
et finalement si K =0 on a
g = dr? +r2d6%.

Mais dans tous les cas (K = a?,—a?,0) on a une surface simplement connexe (sphere de

rayon E? plan euclidien, plan hyperbolique de rayon é) mais on peux aussi construire des
espace quocients (le plan projectif, un torus plat, une surface hyperbolique & genre > 2). [

9.7. Que valent les courbures (sectionnelle, de Ricci et scalaire) de la sphére S* ¢ R+ ?



Solution. Soit g la métrique euclidienne restrite a la sphére ™ et soit (E;)o<i<n+1 la base standard
de R+,

On commence par calculer la courbure sectionnelle. En vue de la symétrie de rotation de la
sphére, tous les 2-plans tangents & S™ ont la méme courbure sectionnelle, donc il suffit de calculer
dans le point p = Fy € S" la courbure sectionnelle du plan

IT = Span{Ep, Er } C Span{FE; : 0 < i < n} =T,M.

Cette courbure est égale & la courbure de la 2-sphére S2. On peut montrer ca en utilisant les
symmetries o; de réflection par rapport a chaque plan P, = {z : z; = 0}.

En effet, si X,,,Y),,Z, € II, pour calculer R,(X,,Y,)Z, on peut trouver des champs X,Y,Z €
I'(S™) telles que X(p) = X, etc., et symétriques par rapport aux plans P; ovec 2 <1i < n+ 1.
Alors toutes les quantites dans le calcul

Rp(Xp, Yp)Zp =VxVyZ —=VyVxZ — VixyZ.

sont aussi symétriques, donc le calcul se déroule tout comme si on faisait le méme calcul dans la
sphére S = S NR3. Cela montre que la courbure sectionnelle de S* dans tous les plans est 1.
Par conséquence, la courbure de Ricci dans toutes les directions est (n—1) et la courbure scalaire
est n(n —1). O



