EPFL Mai 2020
Géométrie, MATH-125

Corrigé partiel de la série 11

Exercice. 6

Rappelons que le cube posséde 6 faces, 12 arétes, 8 sommets.

Son groupe de rotations, Gewe = S4 donc d’ordre 24 et est constitué de

L’identité.

2 X 4 rotations d’ordre 3 d’axe passant par une paire de sommets opposés.

2x 3 rotations d’ordre 4 d’axe passant par les centres d’une paire de faces opposées.
1x 3 rotations d’ordre 2 d’axe passant par les centres d’une paire de faces opposées.
1 x 6 rotations d’ordre 2 d’azxe passant par les milieux de deuzr arétes opposées.

C’est une application classique de la formule de Burnside : deux cubes colorés représentent
le méme modeéle, si l’'on peut passer de l'un a 'autre par une rotation. On considére alors
lensemble X (n) des cubes colorés sur les faces par n couleurs; le groupe Geupe agit sur
cet ensemble par rotations et le nombre de modeles de cubes colorés est égal au nombres
d’orbites sous ’action du groupe G oupe. Pour calculer le nombre d’orbite on utilise le lemme

de Burnside : .

|X(n)/chbe| - ﬂ Z |X(n)g|
gEchbe
On classifie les rotations de G ype
Identité :
X (n)| =n°

2 X 4 rotations d’ordre 3 d’axe passant par deux sommets opposes :
X(n)?] = n?

2 x 3 rotations d’ordre 4 d’axe passant par deux centres de faces opposées :
X (n)?] = n®

— 1 x 3 rotations d’ordre 2 d’axe passant deux centres de faces opposées :

1 x 6 rotations d’ordre 2 d’axe passant par deux milieux d’arétes opposées :

X (n)7] =

Finalement,

1 1
| X (1)/Geupe| = ﬁ(n6+8 xn?+6xn*+3xn*4+6xnd) = ﬁ(n6+3n4+ 12n® + 8n?)



Pourn =3 :

1
X (3)/G cubel :ﬂ(3ﬁ+8><32+6><33+3><34+6><33):57.

Deux astuces pour effectuer les coloriages en un clin d’oeil. Premierement, on se souvenir
de la formule d’Fuler-Descartes peut étre tres utile pour s’assurer de ne pas avoir d’erreur
dans le nombre de face/arétes sommets :

f+s—a=2.

FEnsuite, le calcul de | X (n)?| peut-étre fastidieuz on pourra utiliser lordre de la rotation
le raccourcir (le cas du tétraédre est subtil, mais compter a la main dans un tétraédre est
rapide). On considére les objets coloriés par lequel ne passe pas laze et on le divise par
l’ordre de la rotation, si ce nombre d’objets est inférieur a celui du solide on ajoute deux.
Ici, un exemple vaut milles mots :

g désigne une rotations d’ordre 2 du cube dont l’axe passe par deux faces et on colorie
les faces. 1l reste 4 faces par lequel l'aze ne passe pas 4/2 = 2 on ajoute les deuz faces
enlevé au début | X (n)?] = n?T? =n* g désigne une rotations d’ordre 3 du cube dont l’aze
passe par deux sommets et on colorie les faces. Il reste 6 faces par lequel ’axe ne passe
pas 6/3 = 2 on n'ajoute rien alors : | X (n)?| = n**t0 = n?

Exercice. 7

Considérons le probleme, la dualité icosaédre/dodécaédre nous permet de réduire le probléme
a la coloration des faces et sommets d’un dodécaedre régulier avec n et m couleurs. En
effet, le fait que le dodécaédre soit tronqué ne change rien aux rotations le préservant et
les faces triangulaires peuvent étre associ€ au sommets du dodécaédre.

Lorsqu’on colorie plusieurs éléments avec n et m les points fizes deviennent :

|X(TL7 m)g| — nchoim facemchoi:n sommet

Rappelons que le dodécacdre possede 12 faces, 30 arétes, 20 sommets.
Son groupe de rotations, G4 = Ay donc d’ordre 60 et est constitué de
— L’identité.
— 10 x 2 rotations d’ordre 3 d’axe passant par une paire de sommets opposés.
— 6x4 rotations d’ordre 5 d’axe passant par les centres d’une paire de faces opposées.
— 15 x 1 rotations d’ordre 2 d’axe passant par les milieux de deux arétes opposées.

On applique la formule de Burnside : deux dodécaedre colorés représentent le meéme
modele, si ['on peut passer de l'un a l'autre par une rotation. On consideére alors [’en-
semble X (n,m) des dodécaedre auzx faces et sommets colorés par m et n couleurs; le
groupe G4 agit sur cet ensemble par rotations et le nombre de modéles de cubes colorés



est égal au nombres d’orbites sous l'action du groupe G4. Pour calculer le nombre d’orbite
on utilise le lemme de Burnside :

1
[ X (n,m)/Ga| = > X (n,m)).
g€Gq

On classifie les rotations de Gy
Identité :

| X (n,m)°| = n2m?°

— 10 X 2 rotations d’ordre 3 d’axe passant par deux sommets opposes :
| X (n,m)?| = n*m®

— 6 X 4 rotations d’ordre 5 d’axe passant par deuz centres de faces opposées :

| X (n,m)?| = n*m*

— 15 x 1 rotations d’ordre 2 d’axe passant par deux milieux d’arétes opposées :

| X (n,m)?| = n®m!°

Finalement,
1 ,
| X (n,m)/Gy| = @(nlzm20 4 20n*m® + 15n°m*° + 24n*m?)

Exercice. 9

On applique le théoréeme de Pythagore au triangle rectangle isocéle dont I’hypoténuse est
[’arréte recherchée sa longueur est alors de \/2% = a‘/Ti

On réalise le cube tronqué comme l'intersection d’un cube et d’un octaedre. Le groupe de
rotation préservant le cube tronqué est l'intersection des groupes de rotations des deux
solides, la dualité cube/octaedre nous assure que cetle intersection est isomorphe a Sy
(les deuz groupes sont identique leur intersection est donc le groupe entier). Cela permet
de réduire le probleme a la coloration des faces et sommets d’un cube régulier avec t
et ¢ couleurs. En effet, le fait que le cube soit tronqué ne change rien aux rotations le
préservant et les faces triangulaires peuvent étre associé au sommets du cube.

Lorsqu’on colorie plusieurs éléments avec n et m les points fizes deviennent :

g| __ .choix faceychoiz sommet
| X (e, t)] = ¢ t

Rappelons que le cube posséde 6 faces, 12 arétes, 8 sommets.
Son groupe de rotations, Gewe = S4 donc d’ordre 24 et est constitué de
—  L’identité.
— 2 X 4 rotations d’ordre 3 d’axe passant par une paire de sommets opposés.
— 2% 3 rotations d’ordre 4 d’axe passant par les centres d’une paire de faces opposées.



— 1x3 rotations d’ordre 2 d’axe passant par les centres d’une paire de faces opposées.
— 1 X 6 rotations d’ordre 2 d’axe passant par les milieux de deux arétes opposées.

C’est une application classique de la formule de Burnside : deux cubes colorés représentent
le méme modeéle, si l’'on peut passer de l'un a l'autre par une rotation. On considére alors
lensemble X (c,t) des cubes colorés sur les faces par c couleurs et les sommets par s
couleurs; le groupe Geupe agit sur cet ensemble par rotations et le nombre de modéles de
cubes colorés est égal au nombres d’orbites sous l’action du groupe Geupe. Pour calculer le
nombre d’orbite on utilise le lemme de Burnside :

X(e0)/Goel = 57 3 |X(e 1)

gEchbe

On classifie les rotations de G ype
— Identité :
| X (c,t)¢| = 5t®

— 2 x 4 rotations d’ordre 3 d’axe passant par deux sommets opposes :
| X (c,t)9| = At

— 2 X% 3 rotations d’ordre 4 d’axe passant par deux centres de faces opposées :
| X (c,t)?] = t?

— 1 x 3 rotations d’ordre 2 d’aze passant deux centres de faces opposées :
| X (c,t)9] =

— 1 X 6 rotations d’ordre 2 d’axe passant par deux milieur d’arétes opposées :

| X (c,t)9| = At

Finalement,
1
| X (¢, 1)/ Geupe| = ﬂ(c6t8 + 82! + 6% + 3c't! + 6%t
On considére les cas (c,t) = (3,1) et (c,t) = (1,2) et on a bien :

|X(37 1)/chbe| =57 et |X(1, 2)/chbe| =23



