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Chapitre A Variétés différentiables

Chapitre A Variétés différentiables

Le concept de base pour ce cours est la variété différentiable. Nous en donnons une
introduction et étudions quelques exemples.

Notions topologiques
Rappelons d’abord la notion d’espace topologique.

A.1 Définition. Soit un ensemble non vide X. Une topologie sur X est une famille O
de sous-ensembles de X telle que les conditions suivantes sont vérifiées.

(T1) D e O et X €O (ou P est 'ensemble vide) ;

(Ty) Vi,...,V, € O implique NI-, Vi € O;

(T5) O' C O implique Uyee V € O.
Etant donné une telle famille O, on appelle X, ou plus précisément le couple (X, O),
un espace topologique. Les V' € O sont appelés les ouverts de la topologie.

Le couple (X, ) forme un espace de Hausdorff si de plus 'axiome suivant est vérifié.

(T4) Pour tout p,q € X avec p # ¢ il existe V,,,V, € O tels que p € V,,, ¢ € V, et
V, NV, =0.

Les notions élémentaires des espaces topologiques comme la compacité, les fonctions
continues, les homéomorphismes etc. sont supposées connues.

A.2 Exemple (Espaces métriques). Rappelons qu'un ensemble non vide M muni d’une
fonction § : M x M — R est appelé un espace métrique (et 6 est une fonction de distance
ou aussi une métrique) si les trois axiomes suivants sont vérifiés pour z,y,z € M.

(i) 0(x,y) > 0, avec égalité si et seulement si x =y ;
(i) o(z,y) = 6(y, x);
(iil) d(z,y) + d(y, 2) > d(x, z) (inégalité du triangle).
Considérons a présent un tel espace. Pour tout p € M et ¢ > 0 on a la boule métrique
de rayon ¢ centrée en p

By(M)={x e M|é(x,p) <e}.

Un sous-ensemble U C M est alors appelé un ouvert si pour tout p € U il existe € > 0
tel que B5(M) C U. Les ouverts ainsi définis forment une topologie sur M. De plus,
M est un espace de de Hausdorff. On appelle cette topologie la topologie induite par la
distance ¢ ou aussi la topologie métrique.
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FiGURE A.1. Changement de cartes

Un cas particulier de I'exemple précédent est I’espace R™ muni de la fonction de distance
d(z,y) = ||z — y||. La topologie induite par cette distance est la topologie usuelle de
R™.

Variétés

Nous procédons a l'introduction des variétés. Ce sont des espace topologiques qui sont
“localement comme R™.”

A.3 Définition. Une variété topologique de dimension n est un espace de Hausdorff
M tel que pour tout p € M il existe un voisinage ouvert U C M avec p € U, un
voisinage ouvert U’ C R™ et un homéomorphisme

o:U—=U.

Les couples (U, ) sont appelés des cartes, U étant le domaine de la carte et ¢ lapplic-
ation de coordonnées. Au lieu de “carte” on dit parfois aussi “systeme de coordonnées”.

Un théoreme de topologie dit qu'un ouvert de R™ ne peut étre homéomorphe a un
ouvert de R™ si n # m. Par conséquent, la dimension d’une variété topologique est
uniquement déterminée. Nous la noterons par dim M. Pour indiquer que la variété M
est de dimension n nous la noterons parfois par M" :

dim M"™ = n.

A.4 Définition. Soit M une variété topologique de dimension n. Une famille A de
cartes de M est appelée un atlas si pour tout = € M il existe une carte (U, p) € A
telle que = € U. Un sous-ensemble A’ C A est un sous-atlas de A si A’ est lui-méme
un atlas de M.

version du 18 novembre 2010 2



Chapitre A Variétés différentiables

Notons que si (Uy, ¢1) et (Us, o) sont deux cartes de M telles que Uy N Us # (), alors
lapplication de changement de cartes

(A5) 2 © (,01_1 : (Pl(Ul N Ug) — 902<U1 N Ug)

est un homéomorphisme. Dans la suite, nous nous intéresserons au cas ou ces appli-
cations sont différentiables. Puisque nous nous limiterons partout aux applications et
fonctions qui sont de classe C*°, nous adoptons la convention de notation suivante :

“différentiable” signifiera toujours différentiable de classe C*.

Au lieu de “différentiable” | nous dirons parfois “dérivable”.

Pour la définition suivante, nous rappelons que pour des domaines ouverts €2, €’ dans R™
une application f : Q — Q' est appelée un difféomorphismesi f est un homéomorphisme
et si f et son inverse f~! sont différentiables.

A.6 Définition (Variété différentiable). Soit une variété topologique M = M™. Deux
cartes (Uy, ¢1), (Us, p2) de M sont compatibles (plus précisément, compatibles de classe
C*), si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée,

- Uy NUy # B et Papplication de changement de cartes (A.5) est un difféomor-
phisme,

—UlmUQZQ)-

Un atlas A de M est différentiable si toutes les cartes de A sont compatibles entre elles.
Une variété différentiable est un couple (M, A) ou M est une variété topologique et A
est un atlas différentiable de M.

A.7 Remarque. On peut restreindre la définition ci-dessus en ajoutant la condi-
tion que la variété M soit de base dénombrable, c.a.d. qu’M contient un ensemble
dénombrable dense. Nous avons renoncé a cette restriction car les objets principaux de
ce cours, les variétés riemanniennes connexes, sont automatiquement de base dénombrable.

Etant donné un atlas différentiable, il est parfois nécessaire de le compléter : on dit
qu'une carte de M est compatible avec un atlas différentiable A si elle est compatible
avec chaque carte de A. Un atlas différentiable A est mazimal si toute carte compatible
avec A appartient déja a A. Un atlas maximal est appelé une structure différentiable.
La proposition suivante dit qu'un atlas peut toujours étre maximalisé.

A .8 Proposition. Soit A un atlas différentiable de M = M"™ et soit Dy l’ensemble
de toutes les cartes compatibles avec A. Alors Dy est une structure différentiable. Plus
précisément, Dy est 'unique atlas différentiable mazimal qui contient A comme sous-
atlas.
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Preuve. 11 suffit de démontrer que si deux cartes (Uy, 1), (Us, ¢2) sont compatibles
avec A, alors elles sont compatibles entre elles.

Pour ceci il suffit de démontrer que pour tout = € 1(U; N Uy) il existe un voisinage
ouvert V de x dans R tel que @5 0 @7 ' restreint a V est différentiable. Soit donc
p € U NU; un point tel que ¢1(p) = z. 1l existe (U, ¢) € A tel que p € U et nous
posons V = @1 (UNU; NUs). Sur V on a

w2007t = (a0 o (poprh).

Etant donné que (Us, ¢2) et (Up, 1) sont compatibles avec (U, ), les applications
vy 0~ et ot sont différentiables, donc leur composition 1'est aussi. 0

Si A est un atlas différentiable de M, nous dirons que D4 est la structure différentiable
engendrée par A.

Dans ce qui suit, on se donnera souvent une variété différentiable M = (M, A).
Sauf mention du contraire, il sera sous-entendu que nous lui associons la structure
différentiable D, engendrée par A et que nous travaillons avec celle-ci. Une carte de
M sera toujours une carte de Dy.

A.9 Exemple (Ouverts de R™). Les exemples les plus simples sont les ouverts 2 C R™
munis de l'atlas Aq qui contient la seule carte (€2,idg), ot idg(z) = = pour tout x € €.
La structure différentiable D 4 définie par cet atlas est appelée la structure différentiable
standard de 2.

A.10 Exemple (Surfaces dans R3). Les morceaux de surfaces réguliers du cours de
géométrie de premiere année sont des exemples de variétés différentiables. Nous regar-
derons ces exemples dans chapitre suivant.

A.11 Exemple (La sphere standard). La sphére standard S™ est I'ensemble
S" = {u € R"™ | |ju|| = 1}.

En tant que sous-ensemble de R" ™! elle est munie de la topologie induite par celle de
R™*1 : c’est la topologie dont les ouverts sont de la forme U = Q N'S", olt Q est un
ouvert de R"*1,

Afin d’obtenir un atlas différentiable, nous considérons les projections stéréographiques
on :Uv=S"~{N} > R", ¢s5:Us=S"~{S} > R"
de centres de projection N = (0,...,0,1) et S = (0,...,0,—1), respectivement.

version du 18 novembre 2010 4



Chapitre A Variétés différentiables

RTL

F1GURE A.2. La projection stéréographique

Ces projections sont illustrées dans la figure suivante, ou ’espace R™ est identifié avec
I'ensemble {x = (x1,...,2,41) € R"™ | z,,, = 0}. Les équations pour z = py(u) et
y = ps(u) sont

U; Us;

1 B =
(1) T

= =1,... .
1_u”+17 (Z ) 7n)

Les applications ¢y : Uy — R™ et pg : Us — R” sont des homéomorphismes. Pour
u= () et u = p5'(y) on a

2] — 1 lyl* — 1
(2&) Up+1 = = — s
e+t lyl* + 1
2%, 2y; .
U; = x y Zzl,...,n.
(2b)

z]2+1  fyl2+1’

(Utiliser que 1 —u? 4 = ui + - +u2 = (zf + -+ 22)(1 — un41)? .) Les applications
de changement de cartes sont données par

i 1 . 1 )
(3) wsosoNl(x)=Wx, SONOSOSI(Q)ZW% z,y € R~ {0}.

L’atlas Ag» formé par les deux cartes (¢n,Un) et (¢s, Us) est donc différentiable. La
structure différentiable Dy, ainsi définie sur S"™ s’appelle la structure différentiable
standard de S™.

A.12 Exemple (Produit cartésien). Soient M, M’ des variétés différentiables de di-
mensions n et n’ respectivement. Le produit cartésien M x M’ porte une structure de
variété différentiable naturelle, dite la structure produit, définie de maniere suivante.
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La topologie de M x M’ est la topologie produit. Un atlas A pour M x M’ est formé
en prenant tous les couples (U x U’ ¢ x ¢'), ou (U, ) est une carte de la structure
différentiable de M et (U’, ¢') est une carte de celle de M. Ici ¢ x ¢’ signifie 'application
définie par
v x ¢z, 2) = (p(x), ()
(avec la notation (z,2') = (z1,...,%n,2],...,2,,) pour x = (x1,...,2,) et 2’ =
(x,...,2,)). Pour la vérification qu’'A est un atlas différentiable il suffit de constater
que si (U x U, p1 X)) et (Uyx U, oo x ph) sont deux cartes avec (Uy x U7 )N(Ua x U) #
(0, alors
(92 x @h) o (g1 x 1)} (z,2') = (P2 07 (@), ¢ 0 7 (2')).

Fonctions et applications différentiables

La structure différentiable sur une variété donne acces aux outils de I’analyse. Dans la
définition suivante, M = M" est une variété différentiable de dimension n. Par “carte
de M” on entendra une carte de la structure différentiable D, de M.

A.13 Définition. Soit D C M un ouvert. Une fonction f : D — R est différentiable
en un point p € D s'il existe une carte (U, p) de M avec p € U et U C D tel que

(1) fop™:iplU)—R

est différentiable. La fonction f est différentiable dans D si f est différentiable en p
pour tout p € D. Nous utilisons les notations suivantes.

(2) F,M = I'ensemble des fonctions différentiables en p,

(3) F(D) = I'ensemble des fonctions différentiables dans D.

La fonction f o o=t ci-dessus s’appelle la représentation locale de f. On dit aussi que

f o™t est une représentation de f en coordonnées, oll encore la représentation de f
dans la carte (U, p).

Nous remarquons que si f : M — R" est différentiable, alors toute représentation locale
f o1~ est différentiable (exercice).

Considérons maintenant deux variétés différentiables M, M’ de dimensions n et n’
respectivement. La définition suivante est une généralisation de la précédente.

A.14 Définition. Soit D C M un ouvert. Une application f : D — M’ est diffé-
rentiable en p s'il existe une carte (U, ) de M avec p € U C D et une carte (V1) de
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M" avec f(U) C V telles que

(1) Yo foyp o) —u(V)

est différentiable. L’application f est différentiable dans D si f est différentiable en p
pour tout p € D.

Comme précédemment, 1) o f o =1 est appelée une représentation locale de f et nous
remarquons que si f : M — M’ est différentiable, alors toute représentation locale de f
est différentiable. On a aussi la propriété suivante pour des variétés différentiables M,
M', M" et des ouverts D C M, D' C M', D" C M", dont nous laissons la vérification
en exercice.

A.15 Remarque. Si f : D — D" et g : D' — D" sont différentiables, alors g o f :
D — D" est différentiable. O

Voici les applications qui préservent les structures différentiables :

A.16 Définition. Soient les variétés différentiables M et M’. Une application ¢ :
M — M’ est un difféomorphisme si ¢ est bijective et si ¢ et ¢! sont différentiables.
Deux variétés différentiables sont dites difféomorphes s’il existe un difféomorphisme
entre elles.

A.17 Exemple (S" et R"). Soit

~

R" = R" U {00},

ou oo est un élément quelconque non appartenant a R™ et que nous appellerons “point
a l'infini”. R™ devient un espace de Hausdorff si nous prenons comme ouverts les sous-
ensembles suivants

— les ouverts de R",

— les ensembles de la forme V = U U {0},

ou U est un ouvert de R™ qui contient tous les points = de norme ||z|| > p pour
un p > 0. (On appelle un tel V un wvoisinage de l'infini.) A I'aide de Iapplication
h:R"~ {0} — R" définie par

{ 2 : n
0 si x = o0,

version du 18 novembre 2010 7



Prof. Peter Buser  Prérequis pour “géométrie riemannienne” EPFL automne 2010

on voit que l'espace R™ est une variété topologique de dimension n. Voici un atlas
constitué de deux cartes :

Agn = {(R",idgn), (R" . {0}, h)}.

Les applications de changement de cartes sont

T
[/

T
[E I

idgn o A~ (2) = z € R" \ {0}, hoidga(z) = x € R" ~ {0}

La variété R™ est donc différentiable. Voici une bijection ¢ : S — R", ot ISEEES AN

{N} — R™ est la projection stéréographique de centre N = (0,...,0,1) comme dans

Iexemple A.11 :
( .

u) siu€eS"N{N},
) iw( ) )

0 siu=N.

Afin de montrer que ¢ et ¢! sont différentiables, nous considérons des représentations
locales. Pour le cas u € S" ~\. { N} nous choisissons les cartes (S" \ {N}, ¢n) de Agn et
(R™,idgn) de Ag,. La représentation locale y relative devient
idgn 0 po ot (z) =2, x€R™
Pour le cas u € S*~{S}, S = (0,...,0,—1), nous prenons (S"~{S}, ¢s) et (R"~{0}, h)
avec la représentation locale
hogops'(x) =hopnops'(z) =z, zeR"

(voir 'exemple A.11). La situation pour ¢! est similaire, et on voit ainsi que ¢ : S* —
R"™ est un difféomorphisme.
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Chapitre B Constructions de variétés

Il existe de nombreuses fagons d’obtenir des variétés différentiables. Dans ce chapitre,
nous considérons le cas des sous-variétés de R"™ définies par des fonctions réelles, la
construction de variétés par 'action d’un groupe, et la méthode des recollements.

Sous-variétés

Une variété peut apparaitre comme sous-ensemble d’une autre variété. Le prototype
est donné par I'exemple suivant,

(B.1) re={r eR"™ |z = =24 = 0}

En posant 7, (z1,...,2,,0,...,0) = (21,...,2,) nous avons une fonction identifiant
naturellement R, avec R". La définition suivante est basée sur cet exemple. Dans ce
qui suit, le mot “carte” signifiera toujours une carte de la structure différentiable.

B.2 Définition (Sous-variété différentiable). Soient des entiers n > 0 et k > 0, et soit
R une variété différentiable de dimension n + k. Un sous-ensemble non vide M C R
est appelé une sous-variété, ou plus précisément, une sous-variété différentiable de
dimension n de R, si pour tout p € M il existe une carte (U, ¢) de R avec p € U telle
que ¢(U N M) est un ouvert de R} ;.

Pour toute carte de R de cette forme, on définit une carte correspondante (Ups, par)
de M en posant
UM:UﬂMet SDM:WZ—&-k:OQOlM‘

La structure différentiable de la variété M est celle définie par les cartes (Ups, o).

FIiGURE B.1. Une sous-variété

B.3 Exemple (Cercle dans R?). Nous décrivons le cercle de rayon p > 0

M = {u e R*| |lu]| = p}
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comme sous-variété de dimension 1 de R2.

Afin d’obtenir un atlas vérifiant les conditions de la définition B.2, il est utile de
considérer d’abord la fonction auxiliaire f ci-apres :

Ficure B.2. Construction de cartes au voisinage d’un cercle

Soit € avec 0 < € < p une constante, Q = {(z1,22) € R? | —¢ < x3 < &}, et
f(z1,22) = ((p+ x2) cos 1, (p+ xo) sinxy), (x1,29) € Q.

La fonction f : Q — R? ainsi définie est différentiable. Pour tout zo €] —¢, €[, 'ensemble
{f(z1,22) | x1 € R} est un cercle de rayon (p + x3) centré en (0,0), et on a

f@Q) ={ueR|p—c<|uf <p+e}
Pour tout v € R, la restriction f|g« de f au sous-ensemble
QY ={(21,22) €Q] =72 <21 < a4+ 7/2}

est un difféomorphisme de Q¢ sur son image U* := f(Q*). Par conséquent, les couples
(U, %) avec p® = (f|qe)! sont des cartes de la structure différentiable de R? et les
cartes correspondantes (U$;, ;) forment un atlas de M vérifiant les conditions de la
définition B.2.

B.4 Exemple (Théoreme des fonctions implicites). En Analyse, des variétés diffé-
rentiables apparaissent par l'intermédiaire du théoreme des fonctions implicites. Soit
Q C R (k> 1) un ouvert, fi,..., fr : @ — R des fonctions différentiables et

M={ueQ| fi(u) =ci,..., fulu) = c},

ou cy,...,c, sont des constantes. Si M # () et si pour tout u € M les gradients
grad fi(u), ..., grad fx(u) sont linéairement indépendants, le théoréeme des fonctions im-
plicites dit que M est une sous-variété différentiable de dimension n de R™**.
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A titre d’exemple (deux exemples, chacun avec k = 1) nous considérons les fonctions
fs: R = R et fo : R" — R données par

fow) =ui+ - +up+upyy,  frlw) =ui+ug =g
Les gradients, grad fs(u) = 2(uy, ..., Up, Ups1), grad foc(u) = 2(ug, . . ., Uy, —Upy1), s'an-
nulent uniquement en u = (0, ...,0,0). Par conséquent les ensembles ci-apres sont des

sous-variétés de dimension n de R™*1,

S*={ue R |uf+ - +ul+ul =1},
H'={ueR"™ |uf 4+ +ul —ui, =—1}

B.5 Exemple (Morceau de surface régulier dans R?). Soit Q C R? un ouvert dont la
fermeture € est compacte, et soit r : Q — R3 une fonction différentiable écrite sous la
forme

r(z) = (ri(z),ra(z), r3(z)), € Q.

Sir: 0 — R? est injective et si pour tout x € Q les deux dérivées partielles

or(xz) <87‘1(ac) Ory(x) 8T3(x)> 19
0% N 8;1:1 ’ a.ﬁL’l ’ 81’1 ’ TR

sont linéairement indépendants, alors d’apres le théoreme du rang sur les fonctions
différentiables (voir par exemple Boothby [Th I1.7.1 p.47]), il existe un € > 0 et un
difféomorphisme

¢:QAx]|—eel=2U =02 x]—¢¢])

tel que
P(x1,72,0) = (71, 72)

pour tout (z1,x2) € Q. Il s’ensuit que l'ensemble M = r(€2) est une sous-variété
différentiable de dimension 2 de R? et que le couple

(UMa‘PM) = (M’ r_l)

—

FIGURE B.3. Un morceau de surface paramétré dans R?

Q
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(notation comme dans la définition B.2) est une carte de la structure différentiable.

Si les conditions décrites dans cet exemple sont vérifiées, on dit que le triple (r, Q, M),
est un morceau de surface paramétré réqulier.

Actions de groupes

Une construction tres différente de celle ci-dessus s’obtient en faisant opérer des groupes
de transformations d’une variété sur elle-méme.

Commencons par une notion topologique.

B.6 Définition (Action proprement discontinue et sans points fixes). Soit X un espace
topologique et G un groupe d’homéomorphismes hA : X — X. On dit que G opere
proprement discontintiment et sans points fixes sur X si les deux conditions suivantes
sont vérifiées.

(1) Pour tout z € X, il existe un voisinage ouvert U de z tel que
UNh(U) =0, pour tout h € G~ {idx}.

(2) Si z,y € X et si x est différent de tous les points h(y), h € G, alors il existe des
voisinages ouverts U de x et V de y tel que

UNh(V) =0, pour tout h € G.

B.7 Exemple (Translations d’un ruban). Un exemple simple qui décrit bien la situa-
tion est le ruban X = {(z1,72) € R?* | —1/2 < x5 < 1/2} avec le groupe G qui est
I’ensemble des translations 7, : X — X suivantes, ou n € Z,

To(x1,22) = (21 +n,22), (21,22) € X.

CRICIICIS

FiGurke B .4.

0,10

7(U)

Revenons a la définition B.6. Un voisinage U vérifiant (1) s’appelle un voisinage dis-
tingué. Parce que G est un groupe, U est distingué si et seulement si

(1) g(U)Nh(U) =0, pourtout g,h € G avec g # h.
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Pour la méme raison la seconde condition de la définition B.6 est équivalente a

(27) g{U)YNK(V) =0, pourtout g,h € G.

Etant donné X et G on peut former 'espace quotient : pour tout z € X la classe
d’équivalence
[z]e = {h(z) [ h € G}

(I’orbite du point x) est définie, et I’espace quotient, noté X /G, est I'ensemble
X/G ={[z]¢ |z € X}.

L’application
m: X = X/G, w(x)=[r]g,

s’appelle la projection naturelle. L’espace X/G est muni de la topologie quotient : un
sous-ensemble W C X/G est, par définition, ouvert si et seulement si son image inverse

T (W) ={z € X |r(z) e W}
est ouvert dans X.
Voici quelques propriétés de cette topologie.

B.8. L’application m : X — X/G est continue et ouverte. La continuité de 7 est
directement imposée par la définition de la topologie quotient. Pour démontrer que 7
est une application ouverte, c.-a-d. que 'image 7(V') d’un ouvert est un ouvert, il suffit
d’observer que 7 H(7(V)) = Upee M(V) et que les h(V') sont ouverts.

B.9. Pour tout voisinage distingué U dans X la restriction ww|y : U — 7(U) est un
homéomorphisme. Cette propriété découle immédiatement du point B.8.

B.10. Le quotient X/G est un espace de Hausdorff. Pour vérifier cette propriété soit
p = 7w(x),q = 7(y) et p # q. D’apres le point (2’) de la définition B.6, il existe
des voisinages ouverts U,V de z et y respectivement tels qu’aucun point dans U est
équivalent & un point dans V. D’apres le point B.8, les images w(U), 7(V') sont des
voisinages ouverts et disjoints de p et de ¢ dans X/G.

Pour la suite de cette section nous considérons le cas suivant : X est une variété
différentiable de dimension n et G un groupe de difféomorphismes opérant proprement
discontiniment et sans points fixes sur X.

Dans ces conditions, les points B.9 et B.10 impliquent que X /G est une variété topo-
logique de dimension n. En effet, si (U, ¢) est une carte de la structure différentiable
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de X et, en plus, U un voisinage distingué, alors le couple
(B.11) (W,¢) avec W =x(U), ¢=po(rly)”

est une carte de X/G. Les cartes de la forme (B.11) forment un atlas, nous les appel-
lerons des cartes distinguées de X/G.

B.12 Théoréme. Les cartes distinguées forment un atlas différentiable de X/G.

Preuve. Que tout point de X/G est contenu dans le domaine d’une telle carte est clair.
Il reste a démontrer que les changements de cartes sont des application différentiables.
Cette derniere propriété est une conséquence du lemme ci-apres. O

B.13 Lemme. Soient (W;, ¢;) = (7(U;), pio(wly,)™h), i = 1,2, deuz cartes distinguées
de X/G et p € Wy NWy. Alors il eziste un voisinage ouvert D de ¢1(p) dans R™ et un
membre g € G tel que

Pr0p;t = py0gopt dans D.
Preuve. Soit ¢; = (7|y,) " (p),i = 1,2, et g € G I'élément du groupe vérifiant g(q;) = go.

Il existe un voisinage V' de ¢; dans X tel que V C U et g(V)) C Us,. Pour tout ¢ € V
I'image g(q) est 'unique point dans Us équivalent & ¢. De ce fait on déduit que

(7ly) " o (wlwy)(q) = g(q),  pour tout g € V.

Par conséquent, le domaine D = ¢ (V') est un voisinage ouvert de ¢1(q1) = ¢1(p) dans
R"™ vérifiant

g20 ¢ (x) = a0 (]u,) o (Tluy) ooy () = poogopii(z), weD.
0

B.14 Définition (Structure différentiable quotient). La structure différentiable sur
X/G définie par Patlas des cartes distinguées s’appelle la structure différentiable quo-
tient.

B.15 Exemple (Espace projectif). L’application
o:8" =8 ox)=—u,

est un difféomorphisme et G = {o,idsn} est un groupe opérant proprement discon-
tiniment et sans points fixes sur S”. Le quotient

RP" = S" /{0, idg:}

est une variété différentiable appelée ’espace projectif réel de dimension n. Dans les
exercices du chapitre 4, nous démontrerons que pour n > 1 ces variétés sont non-
orientables.
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B.16 Exemple (Tores de dimension n). Soit V = {V*! ... V"} une base vectorielle
de R™ et I'y 'ensemble de toutes les translations v : R* — R" de la forme

Y(z) =2 +m VI +- 4+ m, V",

avec mq,...,m, € Z. Cet ensemble est un groupe de difféomorphismes, et on voit
facilement qu’il opere proprement discontintiment et sans points fixes sur R". Par
exemple, six e R" et 0 < e < %, I’ensemble

Us={z+t,Vi+- 4+ t, V||t <e,i=1,...,n}
est un voisinage distingué de x dans R"™. On appelle le quotient
Ty =R"/T'y

un tore de dimension n. On démontre dans les exercices que les tores de dimension 2
sont difféomorphes aux tores de révolution dans R3.

Recollements

La construction que nous décrivons dans cette section imite le collage de morceaux
de papier. Les éléments donnés au départ de cette construction sont : une variété
différentiable M de dimension n, deux ouverts disjoints A, B C M et un difféomorphisme

h:A— B

(difféomorphisme de recollement). En plus, on suppose que h vérifie la condition sui-
vante dite condition de Hausdorff : si ay,as, ..., est une suite infinie dans A, et a,b € M
sont des points tels qu’on a les convergences a,, — a et h(a,) — b pour n — oo, alors
a€ AetbeB.

Avec ces données on peut former des classes d’équivalences en définissant, pour tout
xeM,

_{{a:} sizx e M~ (AUB),
2l = i{x, h(z)} siz €A,

(et donc [yl = {y,h"(y)} si y € B). Tout comme dans la construction décrite dans
le paragraphe précédent on forme l'espace quotient

M/h={[z]y|x € M},
on a une projection naturelle, également nommée 7,

m: M — M/h, w(x)=z],
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et on introduit la topologie quotient sur M/h par rapport a laquelle 7 est une applica-
tion continue et ouverte. Grace a la propriété de Hausdorff le quotient M /h, muni de
cette topologie, est un espace de Hausdorff.

B.17 Exemple. Nous donnons trois exemples différents basés sur la variété

1 1
M:{(xl,x2)€R2|—2<x1<2, —§<$2<§}

et les ouverts

A:{(l‘l,xg) eM | —2<r < —1}, B:{(l‘l,xg) eM | 1<z <2}

Voici trois difféomorphismes h; : A — B

hi(z1,29) = (21 + 3, 29),
hQ(SL’l,Qig) = (Q?l -+ 3, —LUQ), (ZL‘l,fL‘Q) € A.
h3($1,$2) = (—$17$2),

On constate que hy et hy vérifient la condition de Hausdorff, mais tel n’est pas le cas
pour hs.

%_i M/h

FIGURE B.5. Recollements visualisés par des rubans de papier

La figure B.5 montre une illustration des espaces M/hy, M/hy, a l'aide d'un ruban
de papier qui joue le role de M et qui est positionné dans R? de telle facon que deux
points du ruban sont dans la méme classe d’équivalence par rapport a h; si et seulement
g'ils ont la méme position dans R3. L’espace M/hs (qui est bien défini mais pas de
Hausdorff) ne peut s’illustrer de cette fagon car les sous-ensembles de R? sont toujours
de Hausdorff.

Reprenons le cas général de M/h. Le but est d’introduire sur M/h une structure
différentiable a l'aide d'un atlas convenable.
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Appelons “bonne” une carte (U, ¢) de la structure différentiable de M si 7|y est injec-
tive. Tout x € M appartient au domaine d’une telle carte car autrement il existerait
une suite infinie aq,as,... dans A avec a,, — = et h(a,) — = (pour n — 00), ce qui
implique z € A et © € B (d’apres la propriété de Hausdorff), contradiction. Pour toute
bonne carte (U, ¢), nous définissons une carte induite (W, ¢) de M/h en posant

W=nrU), ¢=wol(ay)™"

L’application 7|y : U — W étant continue ouverte et bijective, ¢ est bien un homéomorphisme
de W sur ¢(W) = ¢(U) dans R™. Nous appellerons des cartes (W, ¢) de cette forme
des cartes induites.

B.18 Théoréme. Les cartes induites forment un atlas différentiable de M /h.

Preuve. La remarque ci-dessus concernant les bonnes cartes implique que tout p € M/h
appartient au domaine d'une carte induite. Ces dernieres forment donc un atlas. La
différentiabilité est une conséquence du lemme suivant. O

B.19 Lemme. Soient (W;,¢;) = (7(U;), pi o (7|y,) "), i = 1,2, deuz cartes induites
de M/h et p € Wy N Wsy. Alors il existe un voisinage ouvert D de ¢1(p) dans R™ et un
choiz g parmi les trois applications idys, h, h=t tel que

B0 ¢ (x) = pa0go0 @t dans D.

Preuve. Soit q; = (7|y,) "' (p),i = 1,2. Si g = go, nous prenons V = UjNUy, g = idy;; si
¢1 € A, q¢» € B nous choisissons le voisinage V' de ¢; tel que V-C ANUy, h(V) C BNU,
et prenons g = h; si ¢ € B nous procédons de méme facon avec g = h~!. Dans les
trois cas on a (7|y,) ! o (7]r, ) (¢) = g(q), pour tout ¢ € V, et on peut conclure comme
dans la démonstration du lemme B.13 O

B.20 Définition. La structure différentiable sur M/h définie par I'atlas des cartes
induites s’appelle la structure différentiable induite.

B.21 Exemple. La figure ci-apreés montre une variété différentiable M de dimension
2 formée de deux composantes connexes X, Y. Les deux petites fleches indiquent un
difféomorphisme h envoyant la partie cylindrique a gauche sur celle a droite, et ceci
de telle maniere que la condition de Hausdorff est vérifiée. Le quotient M /h est une
variété connexe.

Nous utiliserons de telles recollements dans le dernier chapitre du cours pour construire
des exemples de variétés riemanniennes de courbure constante.
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h
~— B
i. i M=XUY
A X
X Y
s

~
=

FIGURE B.6. Recollement de deux morceaux de surfaces

M/h
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Chapitre C Vecteurs tangents

Pour les courbes et les surfaces dans R™, on connait la notion de vecteur tangent. Ces
vecteurs servent a parler de direction, calculer les longueurs, définir le tenseur métrique,
décrire le comportement d’une fonction, etc. Dans ce chapitre, nous généralisons cet
outil pour les variétés différentiables quelconques.

Dans tout le chapitre, M signifiera une variété différentiable de dimension n. Par “car-
te” on entendra toujours une carte de la structure différentiable de M.

Vecteurs de R".

Un vecteur de R™ est, par définition, un membre de R?". Nous utilisons deux notations :
(C.1) V=(v1, . 00,21,y Tp) = (V1,0 Un)zy, = (21,...,2,) € R™.

On peut identifier V' avec le segment de droite orienté dans R™ allant du point x au
point x +v o v = (vq,...,v,). Le point x s’appelle I'origine de V| et on dit aussi que
V' est un vecteur au point x.

Une des utilités des vecteurs de R™ est qu’ils permettent d’étudier le comportement
d’une fonction par 'intermédiaire des dérivées directionnelles : si f : 2 — R est une
fonction différentiable, ou 2 C R™ est un voisinage ouvert du point z, la dérivée de f
en x suivant le vecteur V est, par définition,

(C2) HCESNE

i=1

ou les 0/0z; sont les dérivées partielles.

Vecteurs tangents d’une variété différentiable.

Sur une variété différentiable, I’étude du comportement d’une fonction est d’'un meéme
intérét que dans R™. Mais c’est difficile de parler de “direction” quand on se trouve
sur une variété abstraite. On abordera alors I'approche inverse : on définit d’abord ce
qu’on veut entendre par “dérivation” d’une fonction sur M, et ensuite on dira qu'une
telle dérivation est un vecteur.

C.3 Définition. Soit M une variété différentiable et soit p € M. Une application
A F,M — R, notée A] |, est appelée une dérivation en p si elle satisfait les regles
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suivantes pour f,g € F,M :

(D1) Alf + 9] = Alf] + Algl;
(D2) Alfgl = Alflg(p) + f(p)Algl;
(D3) f constante au voisinage de p = A[f] = 0.

L’ensemble de toutes les dérivations en p s’appelle ’espace tangent de M en p. 1l est
noté T, M. Par définition, un vecteur tangent de M en p est un membre de T, M.

Autrement dit, pour une variété différentiable, les termes “vecteur tangent” et “dérivation”
) )
sont synonyines.

Observons que l'application Dy définie dans (C.2) satisfait les regles D;—Ds. Nous
verrons dans 'exemple C.13 que toute dérivation dans R" est de la forme Dy, .

C.4 Exemple (Dérivations associées a une carte). Soit (U, ) une carte de M, soit
p € Uetaz=¢p). Pour i =1,...,n = dim(M), nous définissons une application
X, M — R en posant

X;z[f] :Wa feFM

Il est facile de voir que ces applications satisfont les regles D;—Ds3, et que donc X; €
T,M,1=1,...,n.

C.5 Exemple (Vecteurs tangents d'une courbe). On entend par courbe différentiable
sur M toute application différentiable (voir définition A.14) o : I — M, ou I C R est
un intervalle ouvert. Pour tout ¢ € I, nous obtenons une application &(t) : F,M — R,
p = «(t), en définissant

. déd
()1 2 (foa)t).

Pour vérifier que &(t) satisfait les regles D;—Dyg, il faut utiliser que (f + g) o a =
foa+goa, (fg)oa=(foa)(goa). La dérivation &(t) s’appelle le vecteur tangent
de a en t.

Structure d’espace vectoriel sur 7, .

C.6 Définition. Pour tous A, B € T,M et tout A € R, nous définissons

[oW
-

(A+ B)[f] € A[f] + Bf],

et fedF,M.
(A= AALFD,
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C’est une exercice simple de vérifier que A+ B et AA ainsi définis sont des dérivations.
T, M muni de ces opérations est donc un espace vectoriel. Dans le prochain théoreme
nous voyons qu’il est de dimension n.

C.7 Théoreme. Soient (U, ) une carte de M, p € U, et X;,...,X;} e T,M les

dérivations associées comme dans 'exemple C.4. Alors {X;, e ,X;}} est une base vec-
torielle de T, M.

C.8 Définition. La base {X;, e ,X}’}} s’appelle la base canonique de T,M associée
a la carte (U, p), ou simplement la base associée.

Preuve du théoréme. Commencons par l'indépendance linéaire. A cet effet, nous
considérons les fonctions ¢y : U — R, dites fonctions de coordonnées, définies par

(C.9) o(p) = (p1(p), - ¢n(p), peU.

La propriété clé de ces fonctions est que

(. ..
. 1 sii=k
C.10 X =0 = , ,k=1,...,n.

Si maintenant i ; A\; X} est une combinaison linéaire qui s’annule, alors on a

)\k_Z)\ngpk (ZAX’) -0, k=1,....n.

D’ou I'indépendance. Il reste a démontrer que tout A € T,M est une combinaison
linéaire de X, ..., X}'. Posons

a; = Algi], i=1,...,m; DcﬁfZaiXi.

P
i=1
D’apres (C.10), on a Dlp;] = Algi], i = 1,...,n, et d’apres le lemme suivant, ceci
implique que A =D, i.e.
(C.11) A= X:A[QOZ]XZ
i=1
ce qui conclut la démonstration. O

C.12 Lemme. Soient (U, ) une carte de M et ¢; : U — R les fonctions de co-
ordonnées, i = 1,...,n (voir (C.9)). Si deuz dérivations D, D’ en un point p € U
vérifient

D[QP’L] :D/[sz]v 221,,71,,
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alors D[ f] = D'[f] pour tout f € F,M.

Preuve. Pour simplifier I’écriture nous supposons que ¢(p) = (0,...,0). Puisque f €
FpM, la représentation locale f, = f o ! est différentiable au voisinage de 0 dans
R™. Selon le théoreme du développement limité, elle peut s’écrire

folx) =c+zbi(x) + - + 2,00(2),

ou c est une constante et by,...,b, sont des fonctions différentiables au voisinage de
(0,...,0). En posant ; = b; o p nous obtenons ’écriture analogue pour f au voisinage
de p :

f=ct+oiBi+ -+ onbn
Selon les regles Dy — D3 et sachant que ¢;(p) =0, 7 =1,...,n, nous obtenons

n

DIf] = - Dipdfi(p) = 3 D'ipd8i(e) = 1) .

C.13 Exemple (Vecteurs tangents de R™). Pour la variété différentiable M = R™,
deux concepts de vecteurs sont définis : les membres V = (vy,...,v,), de R®" et les

dérivations. Nous montrons que le théoreme C.7 permet de confondre les deux types
de vecteurs.

Dans la carte habituelle (R",idgn) de R™, les dérivations X;, en un point r = p
coincident avec les dérivées partielles :
; 9f(p)
X' fl= , i=1...,n.
=%
Dans (C.2) nous avons associé a tout V = (vy,...,v,), une dérivation Dy . Avec les

notations introduites entre-temps, cette dérivation s’écrit

DV = Z UZX;)

i=1

D’apres le théoreme C.7, la correspondance V' — Dy est bijective (pour tout p €
R™ fixé). Forte de cette bijection nous confondrons dorénavant V' avec Dy et nous
admettrons des abus de notations comme par exemple

n
(V1. Un)p = ZUiX;,
i=1

TR = {(v1,...,0n)p | V1,...,0, € R}, ete.

C.14 Exemple (Vecteur tangent d’une courbe). Soient o : I — M une courbe
différentiable, (U, ¢) une carte de M, et supposons que «(I) C U. Dans ce cas, on

version du 18 novembre 2010 22



Chapitre C Vecteurs tangents

a la représentation locale
(1) t—a(t) =poa(t) = (ar1(t),...,an(t)), tel.

Avec les fonctions de coordonnées ; (voir (C.9)), les composantes a; s’écrivent a;(t) =
wi(a(t)). D’apres la définition du vecteur tangent d’une courbe, on a

a(t)pi] = jt%(a(t)) - jtai(t) —at), i=1,...,n

En appliquant la formule (C.11) au vecteur A = &(t), nous obtenons

n

(2) a(t) = ai(t) X -

i=1
Dans le cas particulier ou M = R™ et la carte choisie est (R",idgn), la courbe s’écrit
a(t) = (a1(t),...,a,(t)), t € I, et les conventions de notation introduites a la fin de
I'exemple C.13 permettent d’écrire

3) a(t) = (@ (), (1)) oo

C.15 Théoreme. Pour tout A € T,M, il existe une courbe différentiable o : I — M
avec 0 € [ telle que A = &(0).

Preuve. On prend une carte (U, ¢) avec p(p) = (0,...,0), et représente A dans la base
associée : A = ;X + -+ 4+ a, XJ". Dans ¢(U), on définit la courbe

talt) = (a(t),...,a0(t) ¥ (tay, ... tay), tel,

1

ou I C R est un petit intervalle autour de 0. Pour la courbe a = ¢~ oa: I — M, on

obtient

n n

a(0) =3 a;(0)X) =>" a; X! = A

i=1 i=1

L’application tangente.

C.16 Définition. Soient les variétés différentiables M, M’ (pas nécessairement de
mémes dimensions), D C M un ouvert et ¢ : D — M’ une application différentiable.
Pour tout p € D nous définissons une application

¢* = ¢*p : TPM — TqM/) q = gb(p))
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en posant

(A1 Alf 0], feTFM.

C’est un exercice simple de vérifier que ¢.,(A) : F,M’" — R est une dérivation, et qu'on
a donc bien ¢,,(A) € T,M’. L’application ¢.,, respectivement ¢,, ainsi définie s’appelle
I’ application tangente.

C.17 Exercice. Si a: [ — D C M est une courbe différentiable et o/ = ¢ o «, alors

C.18 Proposition. L’application ¢.p, : T,M — Ty, M’ est linéaire.
Preuve. Soit A, B € T,M. Pour tout f € F,M’, g = ¢(p) on a
¢p(A+ B)[f] = (A+ B)[fo¢] = Alf o ¢] + B[f o ¢] = ¢, A[f] + ¢ B[S].
Ceci démontre que ¢, (A+B) = ¢, A+ ¢, B. Laregle ¢,y (AA) = A(popA) se démontre
de la méme fagon. O

C.19 Proposition. Si ¢ : M — M’ ety : M — M" sont deux applications
différentiables, et sip € M, q = ¢(p), alors

(0 @)up = thaq © Pup -
Preuve. Voici deux fagons de le vérifier. 1) En représentant A par une courbe « :
(¥ 0 0)up((0)) = (¥ 0 ¢ 0 a)(0) = Pug((¢ 0 ) (0)) = Yuq(up(ci(0))).
2) En considérant I'effet de la dérivation A sur les fonctions f € Fy g M” :
(¥ 0 @) Alf] = Alf o 0 9] = ¢ Alf 0 ¥] = (YugPupA) [ f]-
O
C.20 Proposition (¢, en coordonnées). Soient (U, ), (V,) des cartes de M, M’

avecp €U, q=¢(p) €V, et {X;, X0 {qu, ., Y}, les bases associées en ces
points. Si la représentation locale de ¢ par rapport a ces cartes est donnée sous la forme

Q/JOCbOSO_l(xla---xn) = (Y1, Ym),

alors on a la formule suivante, ot 0y;/0x; est évalué en x = p(p),

oy .
(1) 28; 1=1,...,n.
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SiA=aa X, + - +a, X}, et ¢.(A) =0V +--- +b,,Y,", alors

j=1...,m.

9y

Preuve. Ceci est une conséquence du calcul suivant pour f € F,M et fy, = foy™t,
sachant que fogogp ™t = f,o0popop™t

. . a le) le) -1
6K = Xjlf o) = L2007
COfp(yns e Ym) R Ofp Oy R 0y, i
N ox; z:: 0y, Ox; Zaxly

O

C.21 Remarque (Changement de coordonnées). La proposition précédente contient
comme cas particulier les formules de changements de coordonnées. C’est le cas ou
M =M, ,6peUNV et ¢ =idy. Les formules de changement de coordonnées sont
alors les formules (1), (2) ci-dessus avec la particularité que p = q et ¢.(X]) = X},

P(A) = A

Vecteurs tangents d’une sous-variété.

Soit M C R une sous-variété différentiable de la variété différentiable R et soient n,
n + k les dimensions respectives. Pour p € M, les membres de 7,,M n’appartiennent
pas a TR, car ils operent sur F,M et non pas sur F,R. Mais il y a une facon naturelle
de les identifier avec des membres de T,R : soit

(C.22) t:M—R, (q)=q, g€ M,

I’application qui inclut M dans R. Cette application est différentiable; on le vérifie le
plus aisément en prenant des cartes (Uns, ar), (U, ) comme dans la définition B.2, en
constatant que

poropy(xy,...,xn) = (21,...,7,,0,...,0).

On a donc I'application tangente ¢, : T,M — T,R. A tout vecteur A € T, »M correspond
ainsi un vecteur ¢.(A) € T,R qui opere de la maniere suivante,

w(A)f]=Alfod =Alflul, feFR
C.23 Lemme. L’application v, : T,M — T,R est un endomorphisme.

Preuve. La linéarité est donnée par la proposition C.18. Pour démontrer I'implication
t(A) =0 = A =0, il suffit de démontrer que pour tout f € F,M il existe une
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extension f € F,R telle que f|y; = f. Or, la fonction définie par foo ™ (z1,. .., Tnpk) =
fopy(zy,...,,), est une telle extension. O

Au vu du lemme C.23, nous identifierons dorénavant A avec t.(A) et écrirons, par
convention de simplification, A = t.(A), T,M C T,R.

C.24 Exemple (Vecteur tangent d’une sous-variété de R™). Nous déterminons les
vecteurs tangents de la sous-variété

M={z e Q| h(x)=c},

ot Q C R™! est un ouvert, h : Q@ — R une fonction différentiable, et ¢ une constante
telle que grad(h)(z) # 0 pour tout x € M (exemple B.4).

Soit donc x = p € M et A € T,M. L’image t,(A) € T,R™"! par rapport & I'inclusion
t: M — R™ peut s’écrire sous la forme

t(A) = (ar,...,an11)p
(voir 'exemple C.13). Sachant que h|ys est constante, on a

n+1

L’image ¢.(T,M) est donc un sous-espace vectoriel de l'espace

. n+1
grad(h) ()" & {01, vrn)p € TR™ [ Y viagi?) ~0}.
i=1 ?

Or, T,M, 1.(T,M) et grad(h)(p)* ont tous la dimension n. Par conséquent, on a
1o(T,M) = grad(h)(p)*. En identifiant T,M avec t,(T,M), nous pouvons donc écrire

T, M = grad(h)(p)*
C.25 Exercice. Soient M’ € R', M C R des sous-variétés différentiables avec les
applications d’inclusion ¢t/ : M — R', 1 : M — R, et soit ¢ : R’ — R une application
différentiable telle que ¢(M’) C M. Dans ces conditions, 'application
oM M — M, définie par  ¢M (p') = o(p), p € M,
est différentiable, et pour tout A" € T, M’ on a
Bl (A1) = 1 (8M(4)).

En notation simplifiée : ¢, (A’) = ¢M(A').
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Le fibré tangent.

Il s’avere utile de comprendre ’ensemble de tous les vecteurs tangents

(1) ™ € ) T,M

peEM

lui-méme comme variété différentiable, 'idée étant qu’avec une carte de M non seule-
ment les points mais aussi les vecteurs tangents en ces points obtiennent des coor-
données. Nous définirons la structure différentiable de T'’M via un atlas formé de cartes
particulieres (U7, ¢T) qui sont construites a partir des cartes (U, ¢) de M.

Soit donc (U, ¢) une carte de M avec les bases associées {X;, X)) pour p €U

(définition C.8) et les fonctions de coordonnées ¢y, ..., ¢, (C.9). Nous posons
(2) UT (ﬁf U TPM7
peU

et définissons ¢” : UT — R*" comme étant 'application qui & tout A = 31| a; X/ fait
correspondre la suite des coordonnées de p et de A :

(3) (A (a1, an, 01(D); - a(D)).

Observons que ¢! : U7 — R™ x (U) est une bijection. Nous notons A” I'ensemble de
tous les couples (U7, 7).

Avant d’introduire la topologie sur TM nous considérons le changement de cartes. Soit
(V,) une seconde carte, {qu, ..., Y'} les bases associées pour ¢ € V, et ¥y,... 1,
les fonctions de coordonnées. Si p € U NV alors A est aussi une combinaison linéaire
des Y}

P ?

A:;biY;,

et les coordonnées de A relativement & (VT 7)) sont (by, ..., by, ¥1(p), ... ¥n(p)). Pour
le changement de cartes on a donc

(4) Q,DT o (goT)_l(al, ey Uy Ty ) = (b1, b, YL, Yn),

o, pour j =1,...,n, les y; sont données par y; = ¥; o o *(1,...,x,), et les b; par

b, = Uy
J ;0%%

(remarque C.21). Ceci montre que la fonction ¢7 o (o) ~! est différentiable, et il en est

de méme pour T o ()7L,
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A présent nous sommes préts pou définir la topologie sur TM : par définition, un sous-
ensemble D C TM est appelé ouvert si pour tout X € D il existe (UT, o) € AT avec
X € UT et tel que (D NUT) est un ouvert de R?". Sachant que les changements
de coordonnées sont des homéomorphismes, c’est un exercice de routine de vérifier que
les ouverts ainsi définis forment une topologie. Il est vite vu que cette topologie est de
Hausdorff et donc TM une variété différentiable. Enfin, étant donné que les applications

de changement de cartes sont des difféomorphismes, A7 est un atlas différentiable de
TM.

C.26 Définition (Fibré tangent). L’ensemble TM muni de la structure différentiable
donnée par 'atlas AT ci-dessus est appelé le fibré tangent de M.

De la proposition C.20 nous tirons immédiatement la suivante :

C.27 Proposition. Soient les variétés différentiables M et N. Si ¢ : M — N est
différentiable, alors l’application tangente ¢, : TM — TN est différentiable. 0
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Chapitre D Champs de vecteurs

Dans tout le chapitre, M est une variété différentiable de dimension n.

D.1 Définition. Soit D C M un ouvert. Un champ de vecteurs sur D est une appli-
cation Y : D — TM, p — Y, telle que m,(Y,) = p, pour tout p € D.

Autrement dit, Y associe a tout p € D un vecteur Y, € T,M. Au lieu de “champ de
vecteurs” on dit aussi “champ vectoriel”.

FIGURE D.1. Un champ de vecteurs sur S?

D.2 Exemple. Considérons la sphere standard dans R3
SP={ueR®|ui+u;+u; =1}

Pour tout ¢ € R, on a une rotation de R3 donnée par la matrice suivante (relativement
A la base canonique de R?)

cost sint 0
A, = | —sint cost 0
0 0 1

Cette rotation induit un difféomorphisme ¢, : S* — §?,

di(u) = (ur,u2,uz)Ay, u € S2.
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En fixant u € S? et en considérant ¢ comme variable on obtient la courbe différentiable
¢, définie par
cu(t) = ¢(u), teR,

avec ¢,(0) = u. Les vecteurs tangents sont donnés par ¢,(t) = (¢i(t), é2(t), és(t))eu )
(exemple ??(2)). Pour ¢t = 0 on obtient

Cu([)) = (—UQ, Uy, O)u c TUS2

En laissant varier u € S?, nous obtenons un champ de vecteurs sur S2, comme l'illustre
la figure D.1. Notons qu’il s’annule en deux points de SZ.

D.3 Définition. Les opérations définies pour les vecteurs en un point se prolongent
aux champs de vecteurs de maniere évidente : soit D C M un ouvert, X,Y : D — TM
des champs de vecteurs et f : D — R une fonction réelle. La somme X +Y et le produit
fX sont les champs de vecteurs définis par

(X"‘Y)p:Xp"‘Y;ov
(fX)p=Ffp)Xp, pED.

La dérivée Y|f]| de f suivant Y est définie par

Y[fl(p) = Y[/]; peD.

Pour les champs de vecteurs et les fonctions dont les domaines de définition ne coincident
pas, ces opérations sont également définies mais restreintes a l'intersection de ces do-
maines. Ainsi, si par exemple Y : D — TM, f : D' - R et DN D’ # (), alors Y|[f]
désigne la fonction D' N D 3 p — Y,[f], etc.

D.4 Définition. Un champ de vecteurs Y : D — TM est différentiable en p € D, si
pour tout f € F,(M), on a Y|[f] € F,(M). On dit que Y est différentiable sur D s'il
est différentiable en p, pour tout p € D.

On note x,(M) 'ensemble des champs de vecteurs différentiables en p, et x(D) l'en-
semble des champs de vecteurs différentiables sur D.

D.5 Exemple (Champs de bases associés). Soit (U,¢) une carte de M. En tout
point p € U, on a la base canonique X},..., X" de T,M associée a la carte (U,¢)
(définition C.8). En considérant p comme une variable, on obtient les champs de
vecteurs X!, ..., X" sur U. Pour une fonction différentiable f : U — R avec la
représentation locale f, = f o !, la fonction X'[f] est représentée par g—ﬁ. Les
champs de vecteurs X!, ..., X" sont donc différentiables. On les appelle les champs de
bases associés a la carte (U, ).
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D.6 Proposition. Soit (U, ) une carte de M et soient X', ... X" les champs de
bases associés. Tout champ de vecteurs Y : U — TM s’écrit

n
Y =Y b;X’
j=1
avec des fonctions by,...b, : U — R uniquement déterminées. Y est différentiable si
et seulement si les fonctions by, ..., b, sont différentiables.

Preuve. L’existence et 'unicité des b; sont claires. Si les b; sont différentiables alors Y’
aussi, car les champs de vecteurs X7 sont différentiables. Supposons réciproquement
que Y est différentiable. Pour les fonctions ¢, : U — R, définies par

9013(80_1(1'17...,1'n)):$k7 l{:1’.._7n7

on a X’[px] = ;1 (voir (C.10)), et donc Y[pr] = br. D’ou la différentiabilité de
by, ... bn. 0
Commutateurs.

Si D C M est un ouvert et X,Y € x(D), alors pour toute fonction différentiable
f: D — R, on peut définir une “dérivée seconde” par

Avec la formule (D.9(4)) on verra que XY est différent de Y X, en général. La différence
entre les deux, notée

(D.7) (X,Y]:= XY —YX

est appelée le commutateur de X et Y. L’application [ , ], qui & X et Y associe le
commutateur [X, Y], est appelée le crochet de Lie.

La proposition suivante montre que le commutateur est de nouveau un champ de
vecteurs (ce qui n’est pas le cas de XY, o de Y X pris séparément).

D.8 Proposition. Pour X,Y € x(D), il existe un champ de vecteurs Z € x(D)
uniquement déterminé, tel que pour tout p € D et f € x,(M), on a

Preuve. La preuve est laissée en exercice. O
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D.9 Proposition. Soient X,Y,Z € x(D), a,b € R des constantes et f, g des fonctions
différentiables sur D. Alors on a les régles suivantes.

(X, Y] = —[Y, X] (antisymétrie)

[aX +0Y, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linéarité)

X, Y, Z]|+ Y, Z],X]|+ [[Z,X],Y] =0  (identité de Jacobi)
[FXgY] = fglX, Y]+ fX[g]Y — gV [fIX

Preuve. La preuve est laissée en exercice. 0

D.10 Remarque. Un espace vectoriel V' munie d'un opérateur (appelé “crochet”)
[,]:V xV — V satisfaisant (1), (2), (3) ci-dessus est appelé une algébre de Lie. Dans
notre cas, x(D) est donc une algebre de Lie.

Champs de vecteurs le long d’une application.

On est souvent dans la situation ou un champ de vecteurs n’est pas défini sur un ouvert
mais seulement sur un sous-ensemble, comme par exemple une courbe. Il s’agit la de
la notion d'un champ de vecteurs le long d’une application.

D.11 Définition. Soient les variétés différentiables €2 et M, et soit ¢ : Q@ — M une
application différentiable. Un champ de vecteurs le long de ¢ est une application

Y:Q—=TM

satisfaisant
Tp © Y = (ba

oumy : TM — M est la projection canonique. Remarquons que la condition my;0Y = ¢
veut dire que Y'(q) € Ty M, pour tout ¢ € Q. On dit que Y est différentiable en q € Q
si pour tout f € Fyq (M), on a Y[f] € F,(£2). Le champ de vecteurs Y le long de
¢ : Q8 = M est différentiable 5’1l est différentiable en tout ¢ € €2. On note x4 l'ensemble
des champs de vecteurs différentiables le long de ¢.

D.12 Remarque (Champs induits). Soit ¢ : 2 — M comme si dessus. Tout X € x(Q2)
induit un champ de vecteurs ¢, X le long de ¢, défini par ¢. X (q) = ¢.4(X(q)), ¢ € Q2
(voir la définition C.16). Pour f € Fy) (M) on a

(1) ¢ X[f] = X[f o 9]
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et ¢,X est donc différentiable.

Pour Z € x(M), on a également un champ de vecteurs différentiable le long de ¢, c’est
Z o ¢ opérant sur f € Fyq (M) par

(2) (Zod)f] = Z[floo.

D.13 Proposition. Soit ¢ : 0 — M wune application différentiable et'Y : Q — TM
un champ de vecteurs le long de ¢. Si (U, ) est une carte de M avec les champs de
bases associés X1, ... . X™ et Q' C Q un ouvert tel que (V) C U, alors il existe des
fonctions by, ..., b, : Q2 — R uniquement déterminées telles que

n

Y(g) =Y bi(q) (X7 00)(q), qe.

j=1
Y est différentiable sur Q) si et seulement si les fonctions by, . .., b, sont différentiables.
Preuve. Elle est analogue a celle de la proposition D.6. 0

D.14 Remarque (Champs tangents d’une sous-variété). Soit S une sous-variété de
dimension » de M et ¢ : S — M linclusion canonique. D’apres le lemme C.23 et la
remarque qui le suit, tout A € T),S, p € S, s’identifie a 1, A € T,M.

Ceci nous permet de voir tout Y € x(S) comme un champ de vecteurs le long de ¢
en l'identifiant avec ¢, Y. On dit parfois aussi que Y = +,Y est un champ de vecteurs
tangents de S dans M.

Si (U, ) est une carte de M avec les champs de bases associés X',... X" et U’ :=
UnNS # 0, alors la proposition D.13 permet d’écrire

Y, =>bi(p)X), pel,

Jj=1

avec des fonctions différentiables by ...,b, : U' — R. Notons que dans cette écriture le
nombre de composantes de Y est n et non 7.

Le théoréme du hérisson.

Nous donnons une application des champs de vecteurs portant sur la topologie de S2.
Le théoreme que nous énongons est aussi vrai pour les spheres de dimensions > 2, mais
la preuve n’est plus aussi élémentaire que celle présentée ici. Une preuve pour le cas
général se trouve, par exemple dans [Milnor, Topology from the differential viewpoint.].
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Avec la vision que les piquants d’un hérisson forment un champ de vecteurs le long de
sa surface et que le hérisson est considéré comme “coiffé” si les aiguilles sont tangentes
partout, le théoreme confirme qu’un hérisson ne se laisse pas coiffer (et surtout pas si
on le prend pour une sphere).

D.15 Théoréme (du hérisson). Pour tout Y € x(S?), il existe au moins un point
p €S? tel que Y, = 0.

Le lecteur devrait d’abord se convaincre qu’il est facile de trouver un champ de vecteurs
Y € x(S') qui ne s’annule nulle part.

Preuve. Supposons par 'absurde que Y € x(S?) est tel que Y, # 0 pour tout p € S2.
Nous ramenons la situation & R? & l'aide de la paramétrisation suivante de S?\ (0, 0, +1).

Q=8 Q={(st) eR?| —7/2 <t < 7/2},
f(s,t) = (costcoss,costsins,sint), (s, t) € .
Pour tout (s,t) € €, il existe un voisinage ouvert U de (s, ) dans Q tel que la restriction

flg : U — f(U) est un difféomorphisme. En posant Y (s,t) := (f|5):'Y (p), ot p =
f(s,t), nous obtenons un champ de vecteurs Y € x({2) satisfaisant

LY =Y (f(s,1), (s,1) €Q.

Notons que ce champ de vecteurs est périodique en s avec période 2. Nous considérons
le comportement de Y le long des droites v, : R — Q, y4(s) = (s,t) (voir Fig.D.2).

L7

~ A\

<

FIGURE D.2. Révolutions du champ de vecteurs Y

Soit d’abord t' = m/2 — ¢, avec € > 0 assez petit. L'image ¢y = f oy est un cercle au
bord du disque sphérique B’ = f(B') de centre (0,0, 1) et de rayon €, o B' = {(s,t) €
Q| t > t'}. Nous choisissons ¢ tel que pour p,q € B’ 'angle en valeur absolue entre
Y (p) et Y(q) est plus petit que 7/16.
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Il existe sp € R tel que éy(sg) et Y(cp(sg)) ont la méme direction. Pour s dans les
quatre intervalles

Iy =[so+ k% — 5,50+ k5 +7%], k=0,1,2,3,

le comportement de Y le long de ¢y est le suivant. Sur I le produit scalaire entre
Y (cv(s)) et éu(s) est positif, sur I, il est négatif. Sur I le vecteur Y (cp(s)) pointe vers
Iextérieur de B’, sur I3 il pointe vers I'intérieur.

Par conséquent, le comportement de Y le long de vy est le suivant, sachant que B’ est
situé en dessus de . La premiere composante de }7(3, t') est positive sur I et négative
sur I5. La deuxieme composante est négative sur I; et positive sur I3. Pour s allant de
S0 & so + 2 les vecteurs Y (s, t') effectuent donc une révolution d’angle 27 dans le sens

de rotation positif. Vu la périodicité de Y la méme chose est vraie si on prend s allant
de 0 a 27.

Pour t = —1/2 4 ¢ et B = f(B") avec B” = {(s,t) € Q | t < t"}, le comportement
de Y et Y le long de ¢, respectivement v est le méme, sauf que cette-fois-ci, B” est
situé en dessous de 7y et les vecteurs Y (s, t”) effectuent une révolution d’angle —2m
lorsque s va de 0 a 27.

Montrons maintenant que cette situation ne peut se produire. La stratégie est de
démontrer que ’angle de révolution de Y le long de ~; doit étre le méme pour tous les
t, en contradiction de ce que nous avons vu pour ¢’ et t”.

Fixons t € (—m/2,7/2). Alors il existe une fonction différentiable i : R — R telle que
le long de v; le champ de vecteurs Y s’écrit

Y (s,t) = ||Y(s,1)|| (cos au(s),sin oy (s)), s € R.

Ceci est possible parce que tout f/(s, t) est de longueur non nulle et donc a une direction
bien définie. La valeur initiale a;(0) est définie & un multiple entier de 27 pres. Nous
la choisissons telle qu’en faisant varier ¢t € (—n/2,7/2), la fonction ¢t — o (0), est
également continue.

Puisque Y est périodique en s avec période 27, le nombre
pr = a(2m) — a4 (0)
est un multiple entier de 27. Selon ce que nous avons vu, on a py = 27 et py = —27.

Remarquons maintenant qu’il existe d > 0 tel que pour tout 7 € (t — 0, + ) et tout
s € [0, 2], angle entre Y (s,t) et Y (s, 7), en valeur absolue, est plus petit que /4.

Pour s = 0 on a donc |a;(0) — a-(0)| < w/4. Comme la fonction s — |ay(s) — a-(s)| est
continue et n’atteint pas la valeur 7/4 on a |y (s) — a,-(s)| < /4 pour tout s € [0, 27].
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Il s’ensuit que |p; — p-| < 7/2. Mais p; — p, est un multiple entier de 27 et on a donc
pe — pr = 0.

Comme ceci est vrai pour tout ¢, on a ainsi démontré que la fonction t +— p; est
constante sur (—7/2,7/2), une contradiction.

O
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Chapitre 1 Métriques riemanniennes

1.1 Définition. Soit M une variété différentiable. Un tenseur métrique ou une métrique
riemannienne est une application qui, a chaque couple de vecteurs A, B € T,M (ou
p € M), fait correspondre un nombre g(A, B) € R tel que les conditions suivantes sont
satisfaites.

(Ry) Pour tout p € M 'application
(A, B) —g(A,B), A BeT,M,

est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive.

(Ry) SiU C M est un ouvert et X, Y € x(U), alors la fonction
P g(X.Y)(p) < 9(X,.Y;), peU,

est différentiable.

Une variété riemannienne est un couple (M, g), ou M est une variété différentiable et
g une métrique riemannienne sur M.

1.2 Exemples. (1) L’espace euclidien. I espace R™ muni du produit scalaire standard

90(147 B) = Zaibu
i=1

oun A= (a,...,an)s, B=(b1,...,b,), € T,R" x € R" est une variété riemannienne.

(2) Sous-variétés de R™. Soit M une sous-variété différentiable de R™. Pour tout p € M,
on a T,M C T,R" (exemple C.24). En posant

9(A,B) ¥ go(A,B), ABeT,M, pe M,

on obtient la métrique riemannienne induite par gy sur M. Dans ce cas, g est aussi
appelé la premiére forme fondamentale de M.

(3) Métrique hyperbolique. Dans la boule
D" ={z eR" [ |lz| <1},
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on considere le tenseur gy défini par

gu(A,B) ¥ A,B), A,BeT,R" zeD"

s ol
9o
(1= [l=[I*)

Cette métrique riemannienne est appelée la métrique hyperboliqgue sur D". Elle sera

I’objet d’une étude approfondie plus loin.

1.3 Définition. Etant donné une variété riemannienne M = (M, g), on définit la
longueur ||All; d’un vecteur A € T, M par

[Allg = Vg(A, A).
L’angle <4,(A, B) € [0, 7] entre deux vecteurs A, B € T,M ~ {0} est défini par

9(A, B)

A B)= 2"~ |
«0s (A B) = 1AL TB]

Si M est une variété, un arc de courbe différentiable est une application différentiable
c: la,b] = M, ou [a,b] C R est un intervalle fermé. Si de plus M est munie d’'une
métrique riemannienne, la longueur d’un tel arc est définie par

(e) = t,(0) = [ 1l ar.

Une application continue ¢ : [a, b] — M est appelée un arc de courbe lisse par morceaux
(L.p.m.) s’il existe une partition de I'intervalle [a, b] avec des points de division a = ag <
a; < .-+ <ay = b telle que pour tout : = 1,..., N, la restriction

G = C|[ai_1,ai] saio1, ) = M,

est un arc de courbe différentiable. La longueur de c est, par définition, la somme des
longueurs des parties ¢;, et nous écrivons

0e) = ler) + - + Ulew) = Lb ()], d.

Composantes du tenseur métrique.

Etant donné une carte (U, ) de M = (M, g) avec les champs de bases X! ... X"
associés, on appelle composantes du tenseur métrique les n x n fonctions g;; définies
par

(1.4) 9:i5(p) = 9i(0(p)) = 9(X;, X3), pel.
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(Nous interpréterons parfois les g;; comme des fonctions de p € U, mais aussi comme
des fonctions de = = ¢(p) € p(U) C R™)

1.5 Exemple. Dans la carte standard (D", idpn ), la métrique hyperbolique gy sur D"
possede les composantes

4(51‘]‘
2= = el

r € D"

Soit (U, ¢) comme ci-dessus et soit(V, 1) une seconde carte de M avec l'application de
coordonnées p — y = ¥(p) et les champs de bases associés Y'!,... Y. Nous notons
Jr les composantes de ¢ relativement a cette nouvelle carte. Si U NV # (), et si le
changement de coordonnées est donné par

z=y=,....yn) =top (), x€pUNV),

alors les composantes satisfont la regle de transformation suivante (ot n = dim(M)).

(1'6) gw Z

pour z € (UNV), et y = p(x).

Preuve. D’apres la remarque C.21,

(1.7) Xi=Y Oy

i 0
et on a une écriture semblable pour X7. En remplacant ces expressions dans g;; =

g(X", X7) on obtient la formule (1.6). O

1.8 Lemme (Existence de “bonnes cartes”). Soit M = (M, g) une variété rieman-
nienne de dimension n et soit p € M. Alors, il existe une carte (U,p) de M avec
p e U et p(p) =0, telle que les composantes g;; de g satisfont

gij(0) =d;5, 4,j=1,...,n.

Preuve. 11 existe certainement une carte (U, ) avec p € U telle que 9(p) = 0. Soit
Al .. A" une base orthonormée de T,M (pour le produit scalaire g sur T,M). Les
vecteurs ¥, Al, ... 1, A" forment une base de TyR™. Nous prenons alors I’application
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linéaire L : R® — R" telle que L., A, ..., L., A" est la base canonique de ToR™
et posons ¢ = L o). D’apres les formules de changement de coordonnées (remarque
C.21), A, ..., A" est maintenant la base associée de T, M pour la carte (U, ) et on a

gij(o) = Q(AiaAj) = 5@']'-

O

La variété riemannienne comme espace métrique.

Dans ce paragraphe nous montrons que, sur une variété riemannienne connexe, il existe
une distance naturelle.

Rappelons d’abord qu’un espace topologique est appelé connexe s’il n’est pas I'union
de deux ouverts disjoints non vides.

1.9 Proposition. Soit M une variété différentiable connexe. Pour tout p,q € M, il
existe un arc de courbe lisse par morceauz ¢ : [a,b] — M avec c(a) = p et ¢(b) = q.

Preuve. Fixons p € M et considérons I’ensemble M, de tous les points ¢ € M, pour
lesquels un tel arc existe. Alors M, # 0 car p € M,. Soit ¢ € M. Il existe une carte

FIGURE 1.1. Le chemin est prolongé de q a ¢

(U, ) de M avec q € U telle que p(U) est de la forme p(U) = {x € R" | ||z|| < p}
pour un p > 0. Si ¢’ € U, il existe un arc différentiable de g & ¢’ (par exemple I'image
inverse du segment de droite reliant ¢(q) et ¢(q')). Par conséquent, p se relie a ¢ par
un arc lisse par morceaux si et seulement p se relie a ¢’ par un tel arc. Cet argument

montre que M, et M ~ M, sont ouverts. Puisque M est connexe et M, # () alors
M~ M,=10. O

Pour le reste du chapitre, nous supposons que M = (M, g) est une variété riemannienne
connexe. Pour p,q € M nous notons €,, I'ensemble des arcs de courbe lisses par
morceaux reliant p et g. Les éléments de C,, sont aussi appelés les chemins de p a

q.
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1.10 Définition. Soit (M, g) une variété riemannienne connexe. Pour tout p,q € M,
la distance (relativement a g) est définie par

3(p,q) = 8,(p, q) 2 inf £,(c).

c€Cpq

Pour le théoreme suivant, nous rappelons que toute fonction de distance sur un en-
semble non vide induit une topologie sur cet ensemble, appelée la topologie métrique
(voir I'exemple A.2).

1.11 Théoréeme. Soit (M, g) une variété riemannienne connexe. Alors M munie de
la fonction 6 = 0y : M x M — R est un espace métrique. La topologie métrique induite
par 0 coincide avec la topologie de la variété M.

Preuve. 11 faut d’abord démontrer les axiomes suivants.
(i) d(p,q) > 0 avec égalité si et seulement si p = ¢;
(i) o(p.q) = d(q,p);

(iii) d(p,q) < d(p,r) +0(r,q).

Nous commengons avec 'inégalité du triangle (iii). Si ¢ € C,, et ¢’ € €, alors les

p q
FIGURE 1.2. Inégalité du triangle

deux arcs mis bout-a-bout forment un chemin de longueur ¢,(c’) + ¢,(c”) reliant p et
q. Par conséquent,

0(p, q) < Ly(c') + Ly(c").

Comme cette inégalité est vraie pour tout ¢’ € G, et tout ¢’ € C,,, on peut passer a
I'infimum et on obtient (iii).

Pour (i) il suffit de noter que si ¢ : [a,b] — M appartient a C,,, alors le chemin inverse
tscl(t)=cla+b—t), te]la,b]
appartient a €y, et £,(c™!) = £,(c) (exercice).

Pour (i), il est clair que §(p,q) > 0 et d(p,p) = 0 (pour ce dernier : prendre le chemin
constant t — ¢,(t) = p, t € [0, 1].) Soit maintenant g # p. C’est la preuve de d(p,q) > 0
qui donne du travail.
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Il existe une carte (U, ¢) de M avec p € M, p(p) = 0 et telle que g;;(0) = d;; (lemme
1.8). Nous choisissons un ouvert U’ C U avec p € U’ tel que

|9i () — 5] < z € pU).

1
2n2’
Cette inégalité implique que tout chemin ¢’ dans U’ satisfait
(*) sle(pod) < 4y(d) < 2p(pod),

ou (g signifie la longueur euclidienne d'une courbe dans R". Considérons la boule

euclidienne
B = B{(R") = {z € R" | ||lz]| < p}

avec p assez petit, de sorte que B := {x € R" | ||z|| < p} C o(U’) et tel que q ¢ p~1(B).
Notons que ¢~ 1(B) est ouvert et que ¢~ !(B) est un sous-ensemble fermé de M (et non
seulement de U). Que ¢~ 1(B) est fermé dans M est vrai car 'image ¢~ (B) du compact
B par l'application continue ¢! est compacte, et dans un espace de Hausdorff tout

compact est fermé (c’est ici que la propriété de Hausdorff de M intervient).

Soit maintenant ¢ : [a,b] — M un chemin avec c¢(a) = p et ¢(b) = ¢q. Ce chemin quitte
I'ouvert ¢~ !(B) et nous notons b’ la valeur minimale des ¢ pour lesquels ¢(t) # ¢~ (B).
Puisque ¢ (B) est fermé, (V') € ¢ '(B\ B). On a donc une partie ¢ = c|j, ] telle
que ¢ o ¢ relie le centre 0 = ¢(p) de la boule B avec son bord, et qui a donc une
longueur euclidienne > p. Avec (*), on conclut que ¢,(c) > p/2, pour tout ¢ € G,
d’ou 4(p, q) > 0.

Pour I'équivalence des deux topologies sur M nous traduisons d’abord ’argument que
nous venons de donner. Puisque tous les points ¢ & Pextérieur de ¢~*(B) ont une
distance > p/2 de p, la boule métrique (voir 'exemple A.2)

BYA(M) = {p' € M | d(p,p) < p/2}

est contenue dans ¢~1(B). Avec I'inégalité de droite dans (*), on prouve 'inclusion
dans 'autre sens. Nous avons ainsi

(**) By*(M) C ¢™'(B) C By(M).
Notons ici que p peut étre choisi arbitrairement petit.

Nous pouvons maintenant comparer la topologie de la variété M avec la topologie
métrique.

Soit d’abord €2 un ouvert au sens de la variété M. Pour tout p € €2, il existe un voisinage
¢~ !(B) de p comme ci-dessus et une boule métrique B2/*(M) C ¢~*(B) C €. Donc Q
est aussi un ouvert dans la topologie métrique.
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Soit, réciproquement, 2 un ouvert dans la topologie métrique et considérons p € €2. 1l
existe p > 0 et B comme ci-dessus tels que ¢ 1(B) C ng(M) C 2. Ceci étant possible
pour tout p € €2, il suit que 2 est un ouvert de M. Le théoreme est ainsi démontré. [

Nous terminons ce chapitre avec les “morphismes” des variétés riemanniennes.

1.12 Définition. Soient (M, g) et (M’,¢') des variétés riemanniennes de dimension n
. Une application ¢ : M — M’ est appelée une isométrie locale si pour tout p € M et
A, BeT,M,on a

g'(qb*A, ¢.B) = g(A, B).

Une isométrie locale ¢ s’appelle une isométrie si de plus ¢ : M — M’ est un difféomorphisme.

On vérifie aisément que si ¢ : M — M’ et ¢ : M' — M" sont des isométries locales,
alors 1) o ¢ est une isométrie locale. De méme, si ¢ : M — M’ est une isométrie, alors
¢~ M’ — M est une isométrie. Ceci implique en particulier que ’ensemble

(1.13) Isom(M) = {¢: M — M | ¢ est une isométrie }

est un groupe. On l'appelle le groupe des isométries de M.

On vérifie également que les isométries préservent les longueurs des courbes et, par
conséquent, les distances.

Sans en donner de démonstration nous mentionnons que la réciproque est également
vraie :

1.14 Théoréme*. Soient les variétés riemanniennes connexes M et M'. Une appli-
cation bijective ¢ : M — M’ qui préserve les distances est une isométrie au sens de la
définition 1.12.
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Chapitre 2 La dérivée covariante

Dériver des champs de vecteurs, déplacer parallelement un vecteur le long d’une courbe,
etc. : ce sont des opérations indispensables en géométrie euclidienne. Nous montrons
dans ce chapitre que ces opérations existent aussi sur une variété riemannienne.

Pour en donner une définition qui met en évidence 'analogie avec le cas euclidien,
nous nous servons des cartes dans lesquelles le tenseur métrique ressemble — au moins
localement — au tenseur métrique standard de R".

2.1 Définition. Soit M" une variété riemannienne, (U, @) une carte autour d’un
point p € M, dans laquelle le tenseur métrique est donné par les composantes g;; =

Gij(Z1,...,%,), et notons ¢(p) = a. La carte (0, @) est dite normale en p si
. 9g5(a .
gij(@) = dij, a;:ni) =0, i,5k=1,...,n.

2.2 Exemple. Si S est une surface de R® et 7,5 C R? le plan tangent en p qu’on
identifie avec R?, on obtient une carte normale en p en projetant les points au voisinage
de p orthogonalement sur 7,5 (voir les exercices).

FIGURE 2.1.

En anticipant le fait que des cartes normales existent toujours (’existence est déléguée
au lemme 2.9), nous donnons maintenant une définition de la dérivée d’un champ
de vecteurs le long d’une courbe qui généralise, pour une variété riemannienne, la
dérivation habituelle d’'un champ le long d’une courbe dans R™. On appellera cette
dérivation la dérivation covariante, plus précisément, la dérivation covariante de Levi-
Civita.

Dans ce qui suit, les courbes et les champs de vecteurs sont supposés différentiables,
sans que l'on ne le répete, et M est une variété riemannienne de dimension n.
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2.3 Définition. Soit ¢ : I — M une courbe et (U, $) une carte normale en c(ty) avec
les champs de bases associés X, ..., X" Pour un champ de vecteurs

le long de ¢, la dérivée covariante en ty est, par définition

BYtO :Z.ltoxl

=1

Nous démontrerons dans la formule (2.7) que cette définition ne dépend pas du choix
de la carte normale. Observons que pour la variété riemannienne (R", gg), la carte
standard (R",idg~) est une carte normale en tout point de R™. Dans le cas euclidien,
la dérivée covariante coincide donc avec la dérivée habituelle.

Pour déterminer la dérivée aY(t) en t = ty directement via la définition 2.3, on a
besoin d’une carte normale en c¢(ty), donc d’une carte spécialement adaptée au point
c(tp). Ceci est rarement maniable, et nous trouverons dans (2.7) la bonne formule pour
le calcul. L’intérét d’introduire la dérivée covariante comme nous l'avons fait ici, est

que les propriétés géométriques s’y voient plus facilement.

Par exemple, les regles suivantes sont une conséquence immédiate de la définition 2.3.
Dans ces regles, X,Y sont des champs de vecteurs le long de ¢, et f est une fonction
différentiable. L’écriture de ¢, est supprimée.

2.4 Regles de calcul.

D D D
(i) dt(X+Y) %XerY
d
(i Sux)=Uxypox
d D D

Notre but est maintenant de calculer la dérivée covariante dans une carte quelconque.
L’expression obtenue nous permettra, entre autres, de conclure que la définition 2.3 ne
dépend pas du choix de la carte normale.

Soit donc (U, ¢) une carte quelconque autour de p = ¢(tg) avec les champs de bases
associés X1, ..., X", posons

a=¢(p),
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et notons ¢;;(x) et i () les composantes du tenseur métrique relativement aux cartes
(U, ), (U, ). Pour le changement de cartes, nous écrivons

7 =y(z) = (¢ (7)) = (), - -, ya()).

Selon (1.6), les deux familles de composantes sont liées par la regle de transformation

) gy = 3 D) W@ o)

Sachant que (U, @) est une carte normale en p, on a G ((a)) = Oxm, et par conséquent

m=1

Nous aurons aussi besoin des dérivées en ce point : puisque les dérivées de g, s’an-
nulent en y(a), les dérivées de g;; en a deviennent

agz] - a) Oym(a) = a2ym(a) Y (a)
(3) 0xl Z:: 0x; 8xl 0z; +m:1 Ox;0x; Oz

Pour calculer la dérivée covariante dans la carte (U, ¢), nous écrivons pour la courbe :
plc(t) = x(t) = (ar(t), ..., ea(t)),

et pour les vecteurs X* le long de ¢ : X(t) = « X ‘. Le travail consiste a trouver

I'expression pour la dérivée covariante de X(t). Cette dérivée s’exprime dans la base
X(}(to)’ Ce 7Xcl(t()) :

D
(1) ) = 3 X,

avec des v, € R a déterminer. Selon la formule de transformation pour les changements
de cartes, on a

=3 o, X
et la dérivée en ¢t = t; devient

D n -
—X] to) X7
dt (o) Z 8:16,093 ; (F0) X oo

i,m=1

version du 18 novembre 2010 46



Chapitre 2 La dérivée covariante

(avec a = z(ty) = @(c(to))). Selon la méme formule de transformation, appliquée a
XFip) dans (4), on a aussi

D n OYm(a)
—XJ to) X"
dt (fo) k%lvk Ok Helto)

En comparant les coefficients, sachant que les X A forment une base :

- Oym(a )_ = 82ym(a)
ka oxy, _¢:1 O0x;0x;

C’est maintenant la formule (2) qui donne l'idée de comment on peut mettre les vy, en

évidence : en multipliant les deux cotés de cette équation par 89#([“) et en prenant la

somme sur m nous obtenons avec (2) :

kzi: vrgri(a) = érz‘jl(a)éi(to),

ou I';j(a) est une abréviation :

def 8 ym aym( )
Z :

(5) Linla Ox;0x; 0Oz

Pour mettre les v, en évidence, on prend alors l'inverse (¢'™) = (gy)~! de la matrice

(gr1), c’est-a-dire les n X n constantes ¢'™(a) satisfaisant

Z gr(a = Okm -

En multipliant avec ¢'™(a) et en prenant la somme sur [, nous obtenons

n

(6) U =3 Din(a)g"™(a)éi(ty), m=1,....n.

il=1

A présent, il se produit un miracle : les I';;;(a) ont aussi une apparence dans la relation
(3), et cette observation va nous permettre de les exprimer uniquement en termes des
composantes du tenseur métrique dans la carte (U, ), sans faire intervenir les fonctions
Ym qui dépendent encore de la carte normale (U, @).

En effet, avec (3) et (5) on peut écrire

dgi;(a)

a{L’l = Fﬂj(a) + Fjli(a).
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Les I' peuvent étre isolés en permutant les indices cycliquement :

891»- a
~uyfa) — D) = 2217,
9a.
Lia(a) + Tj(a) = ‘(g;(a),
Oqu;
Flji(a) + Fijl(a) = gx(a) .
j

En prenant la somme & gauche et a droite, et en observant que I';j;(a) = I';;y(a), ete.,
nous obtenons

(7) Liji(a) =

1 <3gﬂ(a) L 9gala) _ 39¢j(a)>
2\ Oz ox; ox; )~

Avec (4) et (6), la dérivée covariante de X7 (t) en t = ¢, devient

(5) OEDS {3 Tl @) | Xy

k=1 Lil=1
Dans cette expression, la carte normale (U, $) n’intervient plus (au vu de (7)), et ceci
implique que la définition 2.3 ne dépend pas du choix de la carte normale.

Afin de pouvoir mieux citer les résultats obtenus, nous introduisons les notations sui-
vantes.

2.5 Définition. Soit (U, ¢) une carte d’une variété riemannienne avec les champs de
bases associés X!, ..., X" notons g;;(x) les composantes du tenseur métrique et '™ (z)
les composantes du tenseur inverse, de sorte que 7, gri(2)g"™(x) = dgm. On appelle
symboles de Christoffel les fonctions suivantes, définies sur ¢(U),

_1 <3gjz($) L O9alz) _ 39ij(93)>
2 3:1:1 axj al’l ’

Liji(z)

I () = Z Fon(2)g™ (2).

Comme pour les composantes de g, il est commode de considérer les symboles de
Christoffel aussi comme fonctions sur U, et nous écrivons, sans changer la notation,

Lii(p) = Tiji(e(p)), Tf;(p) = T (¢(p)), p € U. Observons que
(2.6) Liji = Tju, Ffj = Ffz
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Résumons donc le résultat obtenu en faisant intervenir ces symboles : Sic: I — U est
un arc de courbe dans U avec la représentation locale p(c(t)) = (ci1(t), . .. ca(t)), alors
la dérivée covariante d'un champ de vecteurs Y (t) = 37, b;(t) X}, est donnée par

.7) 70 =SB0+ X n0rt o) | X

(utiliser la formule (8) ci-dessus et les regles de calcul 2.4).
Existence des cartes normales

2.8 Lemme. Pour tout point p d’une variété riemannienne, il existe une carte normale
en p.

Preuve. Dans le lemme 1.8 nous avions déja construit une carte (U, ¢) autour de p
avec p(p) = 0 et g;;(0) = d;;. Il s’agit alors d’y apporter une modification telle que les
dérivées partielles de g;; s’annulent en 0. Les formules (3),(5), (7) ci-dessus suggerent
de faire un changement de cartes en posant

1 n
Yk = Tk + B > Cijpix;
ij=1

avec les constantes ¢;jp = 5(529%(0) + 52 gir(0) — %gij(())). Sur un voisinage de 0
i J

suffisamment petit, ’application ainsi définie est bien un changement de cartes. On

vérifie que

9g4;(0) 99;(0)
= Cilj + Cji )
oz, 5 G F Ay
ce qui implique que %ﬁ =0, pour 7, 5,l = 1,...,n, et la nouvelle carte est normale
en p. O

Dérivation covariante au voisinage d’un point

La dérivée covariante se généralise pour les champs de vecteurs définis sur des ouverts
de M. Pour ceci nous commencons par la notion de connexion sur M.

2.9 Notations. Pour p € M, x,(M) désigne I'ensemble des champs de vecteurs
différentiables définis sur un ouvert de M qui contient p. Deux champs de vecteurs
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X, Y € x,(M) sont équivalents en p, auquel cas nous noterons X ~, Y, s’il existe un
voisinage ouvert U de p tel que X(q) = Y (gq) pour tout g € U. En d’autres termes,

X ~,Y <= X =Y auvoisinage de p.

2.10 Définition. Une connezion sur M est une application V qui a tout A € T,M
(p € M) et tout X € x,(M) fait correspondre un vecteur tangent

Vi X € TpM

tel que les regles suivantes sont vérifiées pour A, B € T,M, X, Y € x,(M), \,p € R,
et feF,(M).

V)\A—i-uBX =A-VuX +p-VpX,
Va(X +Y)=VaX + VY,
Va(f - X) = Alf]- Xp + f(p) - VaX,

(
(
(
( X~y Y = VX =V,Y

De plus, si Z et V sont des champs de vecteurs différentiables sur un domaine ouvert
Q) C M, alors le champ de vecteurs V;V, défini par

(5) V,V(p) &€ Vz,V, peQl
doit étre différentiable. Ici nous utilisons la notation VzV (p) au lieu de (VzV),.

Une connexion V est appelée symétrique si pour toute carte (U, ¢), les champs de bases
associés X!, ..., X" satisfont

(6) VX! =V X', i,j=1,...,n.

Une connexion V est appelée riemannienne si elle satisfait la regle suivante pour A €
T,M et X|Y € x,(M)

(7) Alg(X,Y)] = g(VaX,Y) + g(X, V4Y).

Nous généralisons maintenant la dérivée covariante en une telle connexion.

2.11 Définition. Soit p € M, A € T,M et Y € x,(M). Soit a : I — M une courbe
différentiable telle que les points «(t) se trouvent dans le domaine de définition de Y
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et telle que pour un ty € I on a
alty) =p, d(ty) = A.

La dérivée covariante de 'Y suivant A est alors le vecteur en p défini par

a D
D,y & - (Y 0a)(to).

L’indépendance du choix de la courbe a se déduit de l'expression de DY en coor-
données, (2.12) ci-dessous : reprenons la carte (U, ) avec les champs de bases associés

X1, ..., X" les symboles de Christoffel Ffj, etc. Le champ de vecteurs Y a une écriture
n
Y =3 b X5
k=1
ou by,...,b, sont des fonctions différentiables au voisinage de p, et A est une combi-

naison linéaire
n
_ Yl
A= Z a; X,
i=1

(Contrairement aux by qui sont des fonctions, les a; sont des constantes.) Le long de «
les coefficients de Y sont des fonctions ¢ — by («(t)), et selon la définition du vecteur
tangent d’une courbe on a

;it(bk oa)(ty) = Alb).

La formule (2.7) appliquée a Y o a se traduit alors en I'expression cherchée :

(2.12) DsYy =% iA[bk] +y aibj(p)rfj(p)} Xk

1,j=1

Avec cette formule, il est facile de voir que D est une connexion.
Si A est un champ de vecteurs et D,Y le champ défini par

dé
= DaY,

(2.13) DAY (p)
pour p dans l'intersection des domaines de définitions de A et Y, la formule 2.12 devient
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n | )
(2.14) DAY = Zi [bx] + Z a;b; F’“}
k

i,7=1

Ici, les a; sont les fonctions tels que la partie du champ A qui se trouve dans la carte
séerit A=Y a; X"

Pour les champs de bases eux-mémes, on a
Dx:i X7 = Z Il Xk = Z " X* = Dy, X'
(voir 2.6), donc D est symétrique. En plus, la regle 2.4(iii) montre que D est une
connexion riemannienne.
Il est intéressant de noter que D est entierement caractérisée par ces propriétés :

2.15 Théoréme (Levi-Civita). D est l'unique connexion symétrique riemannienne sur
M.

Preuve. 11 ne reste que l'unicité a démontrer. Soit donc V une telle connexion, soit
p € M, et soient X', ..., X" les champs de bases associés & une carte normale (U, @)
en p. Puisque V satlsfalt 2 10 (1)—(4), les Valeurs de VoY pour Ae TyMetY € x,(M)

sont entierement déterminées par les Vg, X7. Nous montrons alors que
P
Vi X7 =0,
P
ce qui achevera la démonstration.

Puisque la carte est normale en p et V est riemannienne on a

0 . v i i i Vi i
7, 95(P(0) = Xylg (X X)) = (Vi X L X7) + 9(X;, Ve X7) = 0.

En procedant comme pour les I';;; dans la premiere partie du chapitre nous abrégeons
(Vxl Xt Xi ) = ¢;1; et écrivons 1’égalité précédente trois fois en permutant les indices :

—Citj — Gty = 0
Cjit + iy =0

Ciji + cijit =0
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Puisque V est symétrique on a c;; = ¢jj, etc. et en prenant la somme, on obtient
cju = 9(Vg: XI ,XIZ,) = 0. Enfin, les XIZ, forment une base orthonormée de T,M et par
p ~ .
conséquent, Vg X’ =0 pour,j =1,...,n. O
P

La dérivation covariante D ainsi caractérisée s’appelle aussi la connezxion de Levi-Civita.

Champs paralleles le long d’une courbe

2.16 Définition. Soit M une variété riemannienne, et ¢ : I — M une courbe différentiable.
Un champ de vecteurs Y € x(c) s’appelle un champ paralléle (ou champ de vecteurs
paralleles) si 2V () = 0 pour tout ¢ € 1.

2.17 Théoreme. Soient c : I — M une courbe différentiable, to € I, et A € T,y M.
Alors il existe exactement un champ paralléle Y le long de c tel que Y (tg) = A.

Preuve. La courbe ¢ peut étre divisée en petits morceaux de telle facon que chaque
morceau est situé dans le voisinage d’une carte. Il suffit alors de considérer le cas d’un
tel morceau.

Soit donc (U, ) une carte comme dans les paragraphes précédents et ¢ : I — U ou
nous écrivons p(c(t)) = (¢1(t),...,cq(t)). Le champ de vecteurs Y a la forme Y (t) =
>y be(H) X f(t), ou selon (2.7) les fonctions by, doivent satisfaire le systeme d’équations
différentielles ordinaires

avec les coefficients

Il s’agit d’un systeme linéaire avec la condition initiale que les by () coincident avec
les composantes de A dans la base X Cl(to), s Xelto)- Selon le théoreme fondamental sur

les équations différentielles linéaires, il existe une solution uniquement déterminée. [

Les vecteurs Y (t) de ce champ s’appellent les déplacés paralléles de A le long de c.
Le déplacement parallele ainsi défini jouera un role fondamental dans 1’étude de la
courbure.

2.18 Corollaire. Soient ¢ : I — M une courbe différentiable, ty € I, et A',... A" €
Tety)M une base orthonormée. Alors il existe des champs de vecteurs paralléles Yyt ... yn
le long de c tels que Y(tg) = Al i =1,...,n, et tels que Y(t),...,Y"(t) est une base
orthonormée de T,;yM pour tout t € I.
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Preuve. D’apres le théoréme 2.17, il existe des champs de vecteurs paralleles Y vérifiant
la premiere condition. Vu que

d . A D . A . D .
—qg(Y'(t),Y?(t)) = g(=Y"(t), Y’ (t Y't), =Y’ (t)) =
So(Y(0), YI(0) = g5V (1), Y1) + gV (1), Y1) =0,
ils vérifient aussi la seconde. O

version du 18 novembre 2010 54



Chapitre 3 Géodésiques

Chapitre 3 Géodésiques

En géométrie riemannienne il existe une catégorie de courbes qui jouent le méme role
que les droites en géométrie euclidienne. On les appelle les géodésiques. Nous les intro-
duisons comme étant les courbes qui “vont tout droit” dans le sens que leur champ de
vecteurs tangents est un champ parallele.

Dans tout le chapitre, (M, g) signifie une variété riemannienne de dimension n > 2,
on note [|A]l, = (g(A, A))? la norme d’un vecteur, et D la dérivation covariante de
Levi-Civita.

3.1 Définition. Une courbe différentiable ¢ : J — M est appelée une géodésique si

D
—c(t) = t .
dtc<) 0, e J

3.2 Remarques. (i) Pour une géodésique ¢: J — M on a toujours

||é(t)]|, = constante.

On le voit a l'aide de la regle de dérivation 2.4(3) :

SOE(0) 46)) = g0, (1)) + 9(e(t), = é(1)) = 0.

Les géodésiques sont donc automatiquement paramétrées de vitesse constante.
(i) Sicest une géodésique et A € R, la courbe t — ¢(At) est également une géodésique.

Sic:J — M est une géodésique, ce sera parfois aussi I'ensemble {c(t) | t € J} qu’on
appellera “géodésique”.

Les équations d’une géodésique en coordonnées. Soit (U, ) une carte de la
variété riemannienne M avec les champs de bases associés X!,..., X", les symboles de
Christoffel I'};, etc. Soit J' C J un sous-intervalle de J tel que ¢(.JJ') C U, et notons
olc(t)) = (er(t), ..., cun(t)), t € J', la représentation de ¢ en coordonnées. La formule
(2.7) appliquée au champ de vecteurs Y (t) = é(t) donne

D=3 <ek<t> +y ei<t>c'j<t>rz<c<t>>> XL

3,7=1
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La partie ¢|; est donc une géodésique si et seulement si

n

(3.3) E(t) + D () (O (c(t)) =0

,j=1

pour t € J', k=1,...,n. Dans cette équation il faut lire

Ffj(c(t)) = Ffj(cl(t), o ea(t)).

3.4 Exemple (Géodésiques de R™). Nous considérons comme exemple la variété rie-
mannienne M = R" avec la métrique euclidienne standard. Pour la carte (R",idgn), les
champs de bases associés sont €', ... e ouel = (1,0,...,0),, etc., et on a D, el = 0,
1,7 = 1,...,n. Par conséquent les symboles de Christoffel s’annulent, et les équations
d'une géodésique se réduisent a

Les seules solutions de ces équations sont les fonctions cgx(t) = axt + by avec des
constantes ay, bx. Les géodésiques dans R™ sont donc les droites et les segments de
droites.

3.5 Théoreme. Si V : M — M’ est une isométrie locale de la variété riemannienne
M wers la variété riemannienne M', et si c: J — M est une géodésique, alors Vo ¢ :
J — M' est une géodésique.

Preuve. Soit ty € J. Il faut démontrer que ¥ o ¢ satisfait les équations d’une géodé-
sique pour ¢ au voisinage de to. Pour ceci nous prenons une carte (U, p) de M telle que
c(ty) € U, et telleque ¥y : U — U’ := ¥(U) est un difféomorphisme. Le couple (U’, ¢')
avec ¢’ := @ o (U]y)~! est alors une carte de M’. Par le choix de le carte (U, ¢), la
représentation locale de ¥ prend la forme y = ¢’ o Wo o () =z, v € p(U). Puisque
Ulpy : U — U’ est une isométrie, il s’ensuit que les deux tenseurs métriques ont les
mémes composantes par rapport a ces cartes :

9i(x) = gi;(x), pour x € p(U) = ¢'(U"),

et donc aussi les mémes symboles de Christoffel. En plus, les représentations locales
des deux courbes sont les mémes :

P oWoc(t)=poc(t)=(c1(t),...,ca(t)), pourt au voisinage de to.
Les équations a satisfaire sont donc les mémes pour c et ¥ o c. U
3.6 Exemple (Géodésiques de S™). Dans cet exemple nous déterminons les géodésiques

de la sphere " = {u € R"*! | uf 4 -+ + w2, = 1}, munie de la métrique induite de
R™ (exemples A.11 et 1.2(2)).
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NN
— -

FIGURE 3.1. Géodésiques sur S?

On appelle grand cercle de S™ toute intersection S” N E, ou E est un plan passant par
(0,...,0) dans R"*!. Un exemple de grand cercle est I’ensemble des points de la courbe

suivante :
c(t) = (cos(t),sin(t),0,...,0) € S", teR.

On sait que le groupe orthogonal SO(n) opere sur S" par isométries et qu’il permute les
plans. Par conséquent, tout grand cercle sur S™ est 'image W o ¢ pour un ¥ € SO(n).
Nous vérifierons maintenant que la courbe ¢ ci-dessus est une géodésique. Avec le
théoreme 3.5 cela nous donne le résultat que tous les grand cercles de S™ sont des
géodésiques.

Pour effectuer les calculs nous prenons la carte (Uy, pn) comme dans 'exemple A.11,
oun Uy = S"\{N}, N = (0,...,0,1), et py est la projection stéréographique. La
représentation de ¢ dans cette carte est

pnoc(t) = (ci(t), ca(t),0,...,0) = (cos(t),sin(t),0,...,0) e R", teR.

Les composantes du tenseur métrique relativement a cette carte sont

4(5@‘
i R TERTP Rn)
95 = T ap €

(voir les exercices). Les symboles de Christoffel (définition 2.5) se calculent comme suit,

ouk,l,m=1,....net k£l k#+m,l#m:
—2x
D (@) = Tiy(x) = Ty () = —Tj(x) = :

L[]
ZlL(x) =0,

Pour notre courbe ¢, le second terme dans ’équation (3.3) devient
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Sachant que ¢;(t) = cos(t), c2(t) = sin(t), on vérifie aisément que ce terme est égal
a —Cg(t), pour k = 1,2. Cette égalité est aussi valable pour & > 2, car dans ce cas
ce(t) = 0 et Ffj(c(t)) = 0, pour tout ¢t € R, 7,7 = 1,2. D’ou la vérification que ¢ est
une géodésique.

Propriétés analytiques des géodésiques

Les trois théoremes suivants (3.7, 3.8, 3.12) concernent l'existence, l'unicité et les
propriétés de différentiabilité des géodésiques sur une variété riemannienne M. Ces
théoremes sont des conséquences des équations différentielles (3.3). Nous les énongons
sans en donner de démonstrations. (Pour une preuve voir par exemple le livre de Boo-

thby.)

3.7 Théoreme™* (Existence). Pour tout p € M et tout vecteur v € T,M il existe un
intervalle ouvert J C R avec 0 € J el une géodésique y : J — M telle que v(0) = p et
3(0) = v. O

3.8 Théoreme™* (Unicité). Soit J C R un intervalle ouvert et ¢,y : J — M deuz
géodésiques. S’il existe to € J tel que c(ty) = Y(to) et ¢(to) = Y(to), alors c(t) = y(t)
pour tout t € J. O

3.9 Remarque (Prolongations). Le théoreme 3.7 assure qu’il existe au moins un petit
morceau de géodésique passant par un point donné et ayant un vecteur tangent prescrit
en ce point. Or, on a souvent besoin de définir cette géodésique sur un intervalle aussi
grand que possible. On 'obtient par prolongation :

Soit ¢ : J — M une géodésique. On dit qu'une géodésique é : J — M est une
prolongation de c si

JcJ et &t)=c(t), pour tout t € J.

La géodésique ¢ est dite mazimale s'il n’existe pas de prolongation avec J plus grand
que J. La remarque est maintenant celle-ci :

Toute géodésique se prolonge de maniére unique en une géodésique maximale.

Preuve. Comme intervalle nous prenons l'union J = UJ sur toutes les prolongations
¢ :J — M de c. Ensuite nous définissons une application ¢ : J — M en choisissant
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pour tout ¢ € J une prolongation ¢! : J* — M avec ¢t € J' et en posant
ety =ct), tel.

Le théoreme 3.8 assure que la valeur de ¢(t) ne dépend pas du choix de la prolonga-
tion ¢!, et on voit facilement que ¢ est une prolongation maximale. L’unicité est une
conséquence du théoreme 3.8. 0

3.10 Notation. Pour p € M et v € T,M nous notons v, : J, — M la géodésique
maximale uniquement déterminée satisfaisant 0 € J,, 7,(0) = p et 4,(0) = v.

L’avantage de cette notation est que pour tout vecteur v on peut parler de la géodésique
Yo-

3.11 Exemple. La figure ci-jointe montre une géodésique maximale 7, sur un domaine
ouvert de R?, ol ce dernier est muni de la métrique euclidienne standard. L’exemple
met en évidence que la longueur de I'intervalle de définition J, dépend non seulement
du tenseur métrique mais aussi de la nature globale d’une variété.

F1GURE 3.2. Géodésique maximale sur une variété d’Emmental

Pour le prochain théoreme, nous rappelons que TM est le fibré tangent de M.

3.12 Théoreme* (Différentiabilité). Soit R = {(v,t) € TM xR | t € J,}. Alors R
est un sous-ensemble ouvert de T'M x R et [’application

(v, t) = Y(t), (v,t) €R

est différentiable. O

L’application exponentielle exp

Une conséquence du dernier théoreme est que les géodésiques induisent des cartes tres
convenables. Pour le voir nous introduisons ’application suivante qui sera un outil
fondamental dans tout ce qui suit.
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3.13 Définition. Soit TM = {v € TM | [0,1] C J,}. En posant
déf -
exp(v) = 1w(l), veTM,

on obtient une application exp : TM — M. On I’appelle I’application exponentielle.

3.14 Théoreéme. TM est un sous-ensemble ouvert de TM et Uapplication exp est
différentiable.

Preuve. C’est une conséquence du théoreme 3.12. Pour montrer que TM est ouvert :
Sile J,alors (v,1) € R ou R est ouvert dans TM x R. Il existe donc un voisinage
ouvert 2, de v dans TM et un intervalle ouvert |1 — 0,1 + 6] autour de 1 dans R tels
que Q, X |1 — 6,1+ 6] C R. Pour tout v' € , on a donc 1 € J,s et par conséquent

Q, CTM. 0J

Le prochain théoreme montre qu’avec exp on dispose d’une application qui nous fournit
toutes les géodésiques.

3.15 Théoréme. Siv € TM ett € Jy, alors tv € TM et on a
exp(tv) = v,(t), t € J,.
Preuve. Fixons t € J,. La courbe
c(s) =w(t-s), sel01],
est une géodésique (remarque 3.2(ii)) et
&(0) = t4,(0) = tv.

La prolongation maximale (remarque 3.9) de ¢ coincide alors avec 7, et vérifie la
condition [0, 1] C J;,. Donc tv € TM. Enfin,

exp(tv) = V(1) = c(1) = 7, (?). O

3.16 Notation. Pour p € M et £ > 0 nous notons
T°M = {ve T,M ||jv|l, <e}, T,M=T,MNTM,
et définissons exp, comme étant la restriction
exp, = exp|s y T,M — M.
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On appelle exp, l'application exponentielle en p.

Une propriété importante est que pour € assez petit, exp, : T M — epr(T;M ) est un
difféomorphisme. Cette propriété nous permettra de définir des cartes particulierement
utiles. Le théoreme suivant dit qu’en plus on peut prendre le méme e pour tous les
points au voisinage d’un point py donné.

3.17 Théoreme. Soit py € M. Alors il existe un voisinage ouvert ) de py dans M et
un € > 0 tel que pour tout p € 2 on a

(1) TM € T,M
(2) exp, : Ty M — exp, (T M) est un diffécomorphisme.

T,M

| e,

FIGURE 3.3. L’application exp,

Preuve. Nous prenons une carte (U, ¢) de M avec py € U. 1l existe un voisinage ouvert
Q C U avec py € Q, et un & > 0 tel que la fermeture ) est compacte avec Q C U et
tel que o

JT:McTM.

peEN
Pour tout p € Q, 'application exp, : 1, ;' — M est différentiable, et nous cherchons un e
avec 0 < ¢ < &’ tel que, pour tout p € €, exp,, restreint & T M est un difféomorphisme
de T;; M sur son image.

Puisque Q C U, on peut supposer, pour simplifier I’écriture, que M = U C R et
¢ = idp. On a alors T,M = T,R", pour p € M. Sur M on a a présent deux métriques
riemanniennes : celle donnée par le tenseur métrique g avec les fonctions g;; = g¢;;(x),
IF, =T (x), etc., et la métrique euclidienne habituelle (exemple 1.2(1)). Nous notons
[v]ly et [|v]| £ les normes respectives pour v € TS M, p € M. Nous notons aussi ||z —y||x
la distance euclidienne de x,y € R™.
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Pour T,M = T,R" on a la carte standard (7),M, i,) avec i, définie par
(U1, 0n)p) = (U1, .o, 0p), (V1,00 0,), € T,M.

La représentation de exp, par rapport aux cartes (T;’M ,ip) et (M,idy) est la fonction
F, = exp, 01, I définie sur louvert ip(TIf'M ) € R™ Dans le lemme ci-apres, nous
démontrons qu’il existe un e positif, e < ¢, tel que pour tout p € et tout v, w € M
on a

1
lexp, (v) — exp,(w)lle > 7 [lv = wl|&.

Pour la fonction F), cela signifie que

1 o
1Ep(2) = Bp()lle > Zllz =yl 2.y € 4(I5M).

Or, une fonction différentiable avec cette propriété est un difféomorphisme du do-
maine de définition sur son image. Par conséquent, exp, : TyM — expp(Tp‘E) est un
difféomorphisme.

La démonstration du théoreme est ainsi ramenée a la démonstration du lemme suivant.
Notons que I’hypothese de l'existence des deux constantes w, k est bien vérifiée dans

notre cas car {2 est compact et les fonctions g;; et 8%1 sont continues sur 2. 0

3.18 Lemme. Soit g une métrique riemannienne définie sur un ouvert 3 C R™ telle
que, pour tout x € Q) et tout i,5,k,l=1,...,n,

1 k 9
|9i5() — 04| < o ’Fz](xﬂ < w, |8TU5F”(3:)| < K7,
ol w et k sont des constantes positives, et soit € = min{3—, ==} Si b,c:[0,1] — Q
sont des géodésiques vérifiant b(0) = ¢(0) et ||b(0)]|, < e, ||¢(0)||, < €, alors on a, pour
0<t<1,

&(0)

W)~ c@ls = 5160) ),
~ W > L160) = )]
b(0)

Preuve. En utilisant I'inégalité générale

(1) (Xims az’)2 <nyiy, a%,
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pouray,...,a, € R, (un cas particulier de I'inégalité de Cauchy-Schwarz) nous déduisons

de I'hypothese sur les g;; que ‘H’UH?] — HUH%‘ < 3||vl|%, et donc

1 3
2) Sl < ol < Soll,

pour tout v € T,R" x € Q. Avec (2) on a immédiatement la seconde inégalité du
lemme. Le travail consiste a démontrer la premiere.

Posons & = ||b(0) — ¢(0)]|y, et définissons 7 comme étant le plus grand nombre dans
'intervalle [0, 1] tel que pour ¢ € [0, 7] on a les inégalités

(3) lo(t) = é®)lle < 26, [[b(¢) — e(t)l| < 26.

D’apres (2) et sachant que b(0) = ¢(0), on a 7 > 0; nous verrons en bas que 7 = 1.
Sachant que c et b satisfont les équations différentielles d’une géodésique, on a

bi(t) = alt) = THOUDHOk() =~ TG0
= 2Th0) (bi<t><bj () = &5(t)) + e (O(bit) — (1)) )
+ X (L5000 = Th(e(0) &) 0
D’aprés (3) et (2), et en utilisant (1), on a
D160 = (0] < VAl = o)l < 267
> (0] < VAlEBls < VRO, = VIO,

et les relations de la seconde ligne sont aussi valables avec les roles de b et ¢ inversées.
Dans ’égalité a la fin on a utilisé que les géodésiques sont des courbes de vitesse
constante (remarque 3.2(i)).

La troisieme condition dans I’hypothese du lemme implique que
k k
05 (b(t)) — Tij(c(t))] < 2v/nkd.
Nous obtenons ainsi I'estimation suivante,
|bie(t) — E(t)] < 4nv/n(we + K2e2)6.

Par conséquent,
o

LOREOIFRES
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En intégrant de 0 a ¢ :

ri(t) = At&(s) —¢(s))ds, Ir(®)|e < —.

En intégrant une nouvelle fois de 0 a ¢ :

Ces relations sont valables pour ¢ dans l'intervalle [0, 7], ou 7 < 1. Par conséquent, en
utilisant (2),

lo(r) — &)l < [16(0) = é(0) ]| + [lr(7)]| < gllé(O) = &(0)[lg + g-

On voit ainsi que ||b(7) — é(7)||z < 20, et de maniére similaire on a ||b(7) — ¢(7)| < 26.
Par la définition de 7, ceci est seulement possible si 7 = 1. Les relations (4), (5) sont
donc valables pour tout ¢ € [0, 1], et on obtient avec (1), sachant que § = ||b(0) —¢&(0) ||,

Ib(6) — e(t) e > £6(0) — é(0) 15— 5 > LIBO) — ()]l

pour tout ¢ € [0, 1]. O
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Chapitre 4 Propriétés minimisantes des géodésiques

Dans ce chapitre, on démontre que les géodésiques d’une variété riemannienne (M™", g)
sont les courbes qui “minimisent les longueurs”. La version précise de cette propriété
est énoncée dans les théoremes 4.9 et 4.13. L’approche utilisée est une méthode de
variation.

Variation d’une courbe.
4.1 Définition. Une variation de courbes est une application différentiable
(s,t) — f(s,t) € M, (s,t) €l xJ,
ou I et J sont des intervalles. Pour chaque valeur de s € I, on a une courbe
t—cs(t) = f(s,t), ted

La variation f se comprend comme la famille des courbes c,.

FIGURE 4.1. Variation d’'une courbe

Etant donnée une variation f:IxJ— M, on a aussi, pour tout t € J, une courbe
s cl(s) = f(s,t), sel.

On a ainsi en tout point p = f(s,t) les deux vecteurs tangents

(4.2) S = 8(s,t) = c(s), T =T(s,t) = ¢(t).

L’écriture en coordonnées montre que S et 1" sont des champs de vecteurs différentiables
le long de f.
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Pour un champ différentiable Y le long de f, on a les dérivées covariantes DgY et DrY
qui sont définies de la maniere suivante :

DY (s,1) = 51/(5775),
(4.3) 5

QY(S, t).

DTY(S, t) = dt

Dans la premiere équation, il faut interpréter ¢ comme constante et comprendre Y
comme le champ de vecteurs s — Y (s,t) le long de la courbe ¢'. Dans la seconde, on
interprete s comme étant la constante, et Y est le champ ¢t — Y (s,t) le long de la
courbe c,.

L’expression en coordonnées montre que DgY et DY sont des champs différentiables
le long de f.

4.4 Lemme.
DT = DpS

Preuve. Soit (U, ) une carte avec les champs de bases associés X', ..., X™. Il suffit
de démontrer le lemme pour la partie de la variation dans U. En supposant que la
représentation de f en coordonnées est donnée sous la forme

wo f(s,t) = (x1(s,t),...,z.(s,1)),

on obtient

g_ Z@ajk Xk T= Z@ijj

A Daide des regles de calcul pour la dérivée covariante, on obtient

" 0%, " Oz,
DT = jX] 2D X7
§ Za ot Z ot 9

et " g

DX/ =3 SR X,

= 0s

Donc

n 82

DsT = ——D X7,
° Za ot ; ot 9s X
De maniere analogue,

n 82 8x] 8xk j
brs = Zata Z 0s op DX
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02 _ 2

Le lemme est maintenant une conséquence de la regle 57 = 7% et du fait que D est

symétrique, c-a-d, Dxx X7 = Dy, X* (théoréme 2.15). O
Variation de géodésiques.

Considérons maintenant une variation f ou chaque courbe ¢, est une géodésique. Dans

ce cas, on a, sachant que %és(t) =0,

(4.5) DrT = 0.
4.6 Lemme. Soit une variation telle que toutes les courbes cs sont des géodésiques.
Alors 5 L 9

—q(S,T)=-—g(T,T).

Preuve. Avec la regle de calcul 2.4(iii) appliquée a la courbe ¢, et en se servant du
lemme 4.4 :

0

0

N |

Un cas particulierement important s’obtient via I'application exponentielle. Soit p € M
et considérons exp, : T,M — M. Pour v € T,M, on a la géodésique ~,(t) = exp(tv),
t € J,. En variant v, on obtient une variation géodésique.

La preuve du lemme de Gauss (voir plus bas) utilisera une telle variation. Pour ce
lemme, nous introduisons la notation suivante. Si v, w € T,,M, alors

w, € T,(T,M)

signifie le vecteur w apres déplacement parallele en v. Dans cette définition, T),M est
vu comme espace euclidien (avec le produit scalaire g) et le déplacement parallele est
le déplacement parallele ordinaire. L'espace T,(T,M) est I'ensemble des vecteurs au
point v de la variété T),M. Notons que si v est dans le domaine de définition de exp,,

alors
expy,, - To(T,M) — Texp, ()M

Nous observons aussi que

(4.7) exp,,(wo) = w, pour tout w € T,M.
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En effet, soit a(t) = tw (pour ¢ au voisinage de 0 dans R), alors exp, o a(t) = 7,(t), et

exp,. (wo) = exp,,.(&(0)) = (exp, 0 @) (0) = 1 (0) = w
b A
Wo ','l Wy
I" U'U
Gmmmmmmmm e >
M 0 v

FIGURE 4.2. L’application tangente de exp,

4.8 Théoréme (Lemme de Gauss). Soit p € M, v € T,M et w € T,M. Notons
Uy, Wy € Ty (T, M) les vecteurs v, w aprés déplacement paralléle en v. Alors

9(expy,.(vo), expy.(wy)) = g(v, w).

Preuve. TpM étant ouvert, il existe un intervalle ouvert I autour de 0 dans R tel que
v+sw € T,M pour tout s € I. Selon le théoreme 3.15, on a t(v 4 sw) € T,M pour tout
t € [0, 1] et nous trouvons un intervalle ouvert J avec [0,1] C J tel que t(v+sw) € T,M
pour tout s € [ et t € J. Nous avons donc une variation de géodésiques f : [ xJ — M :

f(s,t) = exp,(t(v + sw)).

Cette variation est I'image d’une variation de droites : f(s,t) = exp,( f(s,1)), avec
f(s,t) = (t(v + sw)). Cette derniére a comme vecteurs tangents

-0 -0

S = %(t(v + sw)) = tWytswy, 1 = a(t(v + sw)) = (v + 5W)4(v4-sw)-

Les vecteurs tangents de la variation f deviennent
S =S5(s,t) = expp*(g), T ="T(s,t) = expp*(T).

La courbe ¢,(t) = exp,(t(v+sw)) est la géodésique a travers p ayant le vecteur tangent
¢5(0) = v+ sw en p (voir théoreme 3.15). Puisqu’on a aussi ¢,(t) = T'(s,t), on trouve,
sachant que la vitesse de la géodésique ¢, est constante et en utilisant la bilinéarité de

68
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Wy
twtv
U+ sw
0 tv v
S(0,1) 5(0,1)
exp, (tv)
P expp(v)

FIGURE 4.3. Variation géodésique et le Lemme de Gauss

9,
g(T,T)(s,1)

(€s(1), &s(1)) = 9(¢4(0), ¢5(0))

g\c
g(v+ sw,v + sw)
g(v,v) + 2s5g(v, w) + s*g(w, w).

Avec le lemme 4.6, on obtient pour s = 0

§Q<S=T)(O7t) =

Ent =0, ona S = 0. Par conséquent, ¢g(S,7)(0,t) = tg(v,w), d’ou le théoreme,
sachant que S(0,1) = exp,,(w,) et T(0,1) = exp,,,(vy). O

Pour le théoreme suivant, nous rappelons que tout p € M possede un € > 0 tel que
exp, : Ty M — exp,(T,; M) est un difféomorphisme (théoréme 3.17). Les notations sont
les suivantes : d(p,q) est la distance entre les points p,q € M, et pour v € T,M,
Yo o Jy = M est la géodésique avec J, maximal satisfaisant +,(0) = p, 4,(0) = v.

4.9 Théoréme. Soit € > 0 tel que l'application exp, : Ty M — exp,(T; M) est un
difféomorphisme. Alors pour tout q = expp(v) avecv € TS M, on a :

(i) 6(p, @) = ol ;
(ii) Sic:[0,1] = M est une courbe différentiable par morceauz allant de p a q
ayant la longueur €(c) = §(p, q), alors c(]0,1]) = 7,([0, 1]).

Preuve. Notons d’abord que 7,|j,1) est de longueur £(7,|p1) = [|v||. La partie (i) du
théoreme est donc une conséquence de (ii).
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Considérons maintenant une courbe ¢ € C,,. Nous pouvons supposer que c est pa-
ramétrée sur 'intervalle [0, 1] avec ¢(0) = p et ¢(1) = ¢. 1l suffit de considérer le cas ou
c(t) # p pour t # 0, car autrement il existerait to € (0, 1] tel que ¢(ty) = p “pour la
derniere fois”, et on peut se restreindre & ¢/, 1.

Dans un premier temps, nous supposons aussi que ¢([0, 1]) C B := exp,(T; M). Puisque
exp, : Ty M — B est un diffeomorphisme, ¢ s’écrit sous la forme c(t) = exp,(v(t)) avec
une courbe différentiable par morceaux ¢ +— v(t) € T;M. Soit

r(t) = [lo(@®)]]

Considérons maintenant un intervalle [a,b] C (0, 1] sur lequel v(t) est différentiable.
En posant u(t) = Hv(t)H v(t) pour t € [a,b], on peut écrire v(t) = r(t)u(t). La dérivée de

v(t) devient
d

d
Solt) = F(Byu(t) + () Zu(b)

Puisque g(u(t),u(t)) = 1, on a g(Lu(t),u(t)) = +%g(u(t),u(t)) = 0. Pour le vecteur
tangent ©(t), nous obtenons ainsi la décomposition bien connue

o(t) = 7 () ut)oey + w(t)w),

olt w(t) = r(t)Lu(t) est orthogonal & v(t). D’apres le lemme de Gauss, on a

g(exp,, (u(t)u(w)), expy. (w(t)uwy)) = 0.

Sachant que ¢(t) = exp,,(¥(t)), nous obtenons donc

1@ = [#(0)* + llexpy. (w(t)on) I* = [7()[*.

Par conséquent,

/Hc||dt>/\ |dt>\/ t)dt| = r(b) — r(a).

Puisque (1) = ||v|| et r(0) = 0, ceci permet de conclure que ¢(c) > ||v||.

Si £(c) = |lv]|, alors il faut que, pour tout ¢ € (0,1], on ait |[exp,.(w(t)uy)| = 0.
Puisque exp, : T;M — B est un difféomorphisme, ceci revient a dire que w(t) = 0,
et donc u(t) est constant. Il est alors facile de conclure que v(t) = r(t)v avec r une
fonction monotone croissante. Ceci signifie qu’a un changement du paramétrage pres,
on a bien ¢ = v,(0,1] -

Il reste encore le cas ou ¢([0,1]) n’est pas contenu dans B. Dans ce cas, il existe
t1 € (0,1) tel que ¢([0,1;]) C B et tel que c(t1) = exp,(v1) avec [[v1]| > |[v]|. D’apres
ce que nous avons vu, ceci implique ¢(¢) > |lvy|| > ||v]|. Le théoréme est maintenant
démontré. 0J

version du 18 novembre 2010 70



Chapitre 4 Propriétés minimisantes

4.10 Définition. Soit B;(M) la boule métrique de rayon € :
By (M) ={qe M|d(p,q) <c}.

On dit que B;(M) est une boule normale si exp, : TsM — Bi(M) est un difféo-
morphisme.

Selon le théoreme 3.17, il existe pour tout pg € M un voisinage ouvert 2 de py et un
e > 0 tel que B;(M ) est une boule normale pour tout p € Q. Avec le théoreme 4.9, on
obtient immédiatement le résultat suivant.

4.11 Corollaire. Soit pg € M. Alors il existe € > 0 tel que, pour tout p,q € B;éQ(M),
on a la propriété suivante :

1l existe une géodésique uniquement déterminée v,q : [0,1] — Bs (M) avec 7pq(0) = p
et Ype(1) = q. Cette géodésique est de longueur {(v,,) = 6(p, q). A un changement du
paramétrage prés, v, est la seule courbe dans Cp, de longueur §(p, q). U

4.12 Définition. Soit une courbe différentiable par morceaux ¢ : I — M. On dit
que c est localement extrémale si, pour tout ty € I, il existe € > 0 de sorte que si
to—e <71 <71 <ty+e, alors U(c|fr) = 0(c(T),c(T')).

Le Corollaire 4.11 implique la caractérisation suivante des géodésiques :

4.13 Théoréme. Une courbe ¢ dans M est localement extrémale si et seulement si ¢
est une géodésique.

Nous terminons ce chapitre par une application aux isométries.

4.14 Lemme. Soit (M™,g) une variété riemannienne connexe par arcs, p € M, et
vl ... 0™ une base de ['espace vectoriel T,M .
Si¢: M — M est une isométrie vérifiant ¢(p) = p et ¢.(v') =v', i = 1,...,n, alors

¢ = idy;.

Preuve. L’application ¢, : T,M — T,,M étant linéaire, I'hypothese du lemme implique
que

(i) ¢«(v) =v pour tout v € T, M.

D’apres les théoremes 3.17 et 4.9, il existe € > 0 tel que exp,
bijective.

rem 2 Ty M — By(e) est

Soit x € By(¢). Il existe v € T, M uniquement déterminé tel que r = exp,(v).
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z = exp,(v) = 7(1)

FIGURE 4.4.

D’apres la définition de I'application exp, on a
exp,(v) = (1),
ou v, : [0,1] = M est 'unique géodésique vérifiant
7(0) =p 7u(0) =v.
L’application ¢ étant une isométrie, ¢ o =, est une géodésique vérifiant
(@om)(0) =¢(p) =p, (¢°7%)(0) =p.)(0) = 7u(0) = v.

En utilisant 1'unicité de cette géodésique, on trouve

do(t) =7(t) Vtelo,1].
En particulier ¢(7,(1)) = v,(1). On a ainsi démontré que
(ii) o(x) =x Vr € By(e).

Soit maintenant x € M un point quelconque. On ne peut alors plus assurer qu’il existe
v € T,M tel que x = expp(v). Mais on peut conclure autrement : Puisque M est
connexe, il existe un arc de courbe ¢ : [a,b] — M avec c(a) = p, ¢(b) = x.

FIGURE 4.5. Recouvrement par des boules

Pour tout ¢ € [a,b], il existe &; tel que exp,(t) : T, (M) — Bew)(e:) = By est bijective.

C

L’arc ¢ étant compact, on peut le recouvrir par un ensemble fini de tels By, i.e il existe
t,...,tmpavec t; =a <ty <--- <t, =0btels que

c(tiz1) € By, i=1,...,m.
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Selon (ii), on a successivement
s, =idp,, i=1,...,m.

En particulier, ¢(x) = x.
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Chapitre 5 Le théoreme de Hopf-Rinow

Ce chapitre est consacré a un seul théoreme. Dans ce théoreme, 7, : J, — R signifie
la géodésique maximale vérifiant 4,(0) = v, v € TM ; {(c) est la longueur d'un arc de
courbe c¢; d(p, q) est la distance entre deux points p,q € M.

5.1 Théoréme (Hopf-Rinow). Pour une variété riemannienne connexe M, les trois
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) M est un espace métrique complet.

(2) Pour toutp € M et tout v € T,M, le domaine de définition de la géodésique ,
est R.

(3) 1l existe au moins unp € M tel que, pour tout v € T,M, le domaine de définition
de la géodésique vy, est R.

St une de ces conditions est vérifiée, alors il existe, pour tout couple de points p,q € M,
une géodésique v : [0,1] — M telle que v(0) = p, v(1) = q, et {(y) = d(p,q).

Prewve. (1) = (2) : Soit p € M. Pour démontrer que J, = R, nous vérifierons
que J, C R est un sous-ensemble ouvert et fermé (cela achevera la preuve, car J, est
connexe). Soit donc 7 € R et {tx}32, une suite dans J, telle que ¢, — 7, lorsque
k — oo.

La suite 7y(tx) est de Cauchy (car d(y(tx),v(t;)) < |tx — t;] - ||v|]). I existe donc un
point py € M tel que y(tx) — po. D’apres le théoreme 3.17, il existe un voisinage
ouvert 0 C M avec py € Q et un € > 0, tel que, pour tout g € €, I'application
exp, : Ty M — exp,(T; M) est un difféomorphisme. Nous fixons une valeur de k telle
que |ty — 7| - ||v]] < /2. Par la suite, nous supposerons que t; > 0; le cas t; < 0 se
traite de la méme maniere. D’apres le théoreme 3.15, la courbe

o:[0,e] = M, o(t) =exp(t-(tr)),
est une géodésique avec le vecteur tangent ¢(0) = (¢x). En posant

( .
t siteJ,ett <ty
v(t)ZiV() '

O'(t—tk) si ty, <t <t +e,
nous obtenons une géodésique v dont ~, est une prolongation (théoreme 3.8). Il s’ensuit
que (ty —e,tp+¢) C J,; en particulier, (1 —e/2,74¢/2) C J,. Par cet argument, nous
avons démontré deux choses en méme temps : J, est fermé et J, est ouvert.

(2) = (3) : rien n’est a démontrer.
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(3) = (1) : Soit {gm}>>_; C M une suite de Cauchy. Par I'inégalité du triangle,
la suite {d(p, gm)}3°_, est bornée, disons d(p, ¢,,) < L pour tout m. Grace au lemme
ci-apres, il existe, pour tout m, un vecteur v, € T,M de norme ||v,,|| = d(p, ¢n), tel
que G = exp,(vm). Puisque ||v,|| < L et que la boule fermée de rayon L dans T),M
est compacte, il existe une sous-suite {vy,, }72, et un v € T, M tel que v,,, — v lorsque
k — oo. L’application exp, étant continue, il s’ensuit que g, — exp,(v) dans M et
aussi gn — exp,(v). O

5.2 Lemme. Soit M une variété riemannienne connexe et p € M wun point tel que
exp,(v) est défini pour tout v € T,M. Alors il existe, pour tout ¢ € M, une géodésique

v :[0,1] = M wérifiant v(0) = p, v(1) = ¢, £(y) = d(p,q).

Preuve. La méthode de démonstration a une certaine similarité avec la technique em-
ployée par un joueur de minigolf qui, pour envoyer la balle de golf & travers un terrain
inégal, vise un point auxiliaire, se trouvant a proximité de la balle, par lequel la tra-
jectoire idéale devrait passer.

~<_

SRR T
W vy \iy \ir

N \lr
(@)

\
\ir |13 \ir

FIGURE 5.1. Est-ce que le point visé est le bon?

” A proximité de la balle” : soit &, avec 0 < & < d(p,q) tel que exp,, : T> M — exp, (15 M)
est un difféomorphisme (théoreme 3.17). L’ensemble

S =exp,({v € T,M | [jv] = £/2})

continue (inégalité du triangle), il existe sur S un point ¢’ dont la distance d(¢’, q) est
minimale parmi les points de S. Sachant que d(p, s) = €/2, pour tout s € S, il s’ensuit
que

(1) d(p,q') +d(d,q) = g +d(q',q) = d(p,q).
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Soit v : R — M la géodésique vérifiant y(0) = p, v(¢/2) = ¢’. Puisque d(p,q') = /2,

on a ||¥(t)]| = 1, t € R. Est-ce que v passe par ¢ 7 (Dans l'affirmative, ce sera bien le

point ¢’ que le joueur de minigolf doit viser.)

Pour démontrer que v passe par ¢, nous considérons ’ensemble
D={t=0]t+d((t),q) = d(p,q).

Il faut démontrer que D = [0, d(p, ¢)]. Remarquons que, pour tout ¢ > 0,

(2) d(p,q) < d(p,¥(t)) +d(v(t),q) <t +d(y(t), q).

Pour ¢ € [0,¢/2], (2) et (1) impliquent que
15
d(p.q) <t +d(y(1),q) +d(d',q) = 5 +d(d',q) = d(p,q)-

Par conséquent, [0,¢/2] C D.

FIGURE 5.2.

Soit tg = supD. Alors, ty > €/2. Puisque D est un sous-ensemble fermé de R, on a
to € D. Donc, avec (2),

d(p,q) < to+d(v(to),q) = d(p, q),

et il vient

(3) to =d(p,v(to)),  d(p,v(to)) +d(v(to),q) = d(p,q).

Nous voulons démontrer que ¢ty = d(p, q). Supposons, par I'absurde, que to < d(p,q).
Pour le point gy = 7(to), nous répétons I'argument donné pour p, en choisissant ¢ tel
que 0 < § < d(qo, q) et tel que exp,, : T(fOM — €XPy, (T(foM) est un difféomorphisme.
L’ensemble Sy = exp,, ({v € T;,yM | ||v|]| = 0/2}) contient un point ¢” dont la distance
d(q",q) est minimale parmi les points de Sy. Pour ce point, on a, comme dans (1),

d(qo,q") + d(q", q) = d(qo, q).

Avec la seconde partie dans (3), nous obtenons
(4) d(p, g0) + d(qo, ¢") + d(¢", q) = d(p, ).
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Ceci implique que
d(p, g0) + d(g0,q") = d(p, q").

L'arc v|joz,) et I'arc de géodésique +” allant de gy a ¢” forment donc une courbe de
longueur

1)
to+ 5 = d(p,q0) + d(q0,¢") = d(p,q")

(utiliser (3)). D’apres le théoreme 4.13, cette courbe est une géodésique, et d’apres
le théoreme d’unicité (théoreme 3.8), il s’agit de la géodésique |(o¢+5/2- Nous avons
donc y(to + 9/2) = ¢". Avec la premiere partie de (3) et avec (4), nous obtenons

5 (5 7 /"
to+ 5 +d(y(to + 3),a) = d(p, qo) + d(a0,¢") + d(q", q) = d(p, q).

D’ou tg+ /2 € D, ce qui est une contradiction !

En modifiant encore le paramétrage de ~ tel que ||¥(t)|| = d(p, ¢), nous obtenons I’arc
de géodésique postulé dans le lemme. O

5.3 Corollaire. Dans une variété riemannienne complete et connexe M, les boules
métriques fermées

By(p) ={q€ M |d(p,q) < p}

sont compactes.

Preuve. Le point (2) du théoreme 5.1 implique que

By(p) = exp,({v € T,M | ||v] < p}).

Donc, B,(p) est 'image d'un compact sous une application continue. O
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Chapitre 6 Tores plats et réseaux euclidiens

Nous traitons ici une famille de variétés riemanniennes compactes connexes qui sont lo-
calement isométriques a ’espace euclidien. On les appelle les tores plats. Ces exemples
jouent aussi un role dans la théorie des réseaux. En dimension 2, nous arrivons a en
donner une classification complete. C’est un des rares cas, en géométrie riemannienne,
ol une telle classification est connue. Puisque la métrique riemannienne est locale-
ment comme celle de R™, ce chapitre est écrit de sorte qu’on peut le lire sans avoir
connaissance de la dérivée covariante.

Voici ce que sont ces tores : dans 'exemple B.16, nous avons considéré les variétés
différentiables a n dimensions
T =R"/A,

ou A est un réseau,

A= "mp' |meZ; i=1,...,n}
i=1

engendré par une base vectorielle v!, ..., v™ de R". Les points de R™/A sont les classes
d’équivalence 7(x), x € R", ou z, y € R" sont équivalents ssi z —y € A. La topologie et
la structure différentiable de T sont définies de telle maniere que la projection canonique

7:R"—> T =R"/A

est un difféomorphisme local. Nous verrons dans les exercices que tous les tores de
méme dimension sont difféomorphes entre eux. Donc, du point de vue topologique,
ces exemples ne fournissent qu’une seule variété par dimension. Dans ce chapitre, nous
introduisons une structure de variété riemannienne “naturelle” sur les tores (7 : R* — T
sera une isométrie locale). Il s’avere que, du point de vue riemannien, on aura une
infinité d’exemples différents dans chaque dimension n > 2.

Définition d’une métrique riemannienne sur R"/A.

Pour tout x € R", il existe un voisinage ouvert U de z dans R” tel que 7 est injective
sur U. Le couple (U, ¢), avec U = w(U), ¢ = (7|5) ", est une carte de T. Nous notons
Ajp latlas de T formé par toutes ces cartes. La particularité de cet atlas est que si
(U, ), (U, ¢") € Ap et D est une composante connexe de U N U’; alors le changement
de cartes est de la forme

Yopl(z)=x+b, z€pD),
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ol b est un vecteur de R™. Tous les changements de cartes sont donc des isométries
(méme des translations) de R™.

Ceci nous permet d’introduire la métrique riemannienne suivante.
6.1 Définition. Pour tout p € T et A, B € T),7, nous posons

g(A, B) = go(0«(A), pu(B)),

ou go est la métrique standard de R™ et (U, p) € A, est une carte quelconque telle que
pelU.

Puisque tout changement de cartes est une isométrie de R", la valeur de g(A, B)
ne dépend pas du choix de la carte. Clairement, pour des champs de vecteurs X,Y
différentiables au voisinage de p, la fonction ¢(X,Y) est différentiable.

6.2 Remarque. On peut aussi caractériser g comme étant la métrique riemannienne
uniquement déterminée sur T pour laquelle 7 : R™ — T est une isométrie locale.

Les tores munis de ces métriques s’appellent les tores plats.

Droites sur un tore plat

6.3 Définition. Une courbe différentiable ¢ : R — T est appelée une courbe droite ou
aussi une droite sur T si, pour tout ty € R, il existe § > 0 et une carte (U, ¢) € A, tels
que la représentation locale

t=co(t) =poc(t) e R, te(th—6,tg+9)
est un segment de droite paramétré avec vitesse constante ||¢,(t)]| = 1.

Les courbes droites forment un cas particulier des géodésiques (voir 'exemple 3.4). Au
lieu de “courbe droite”, nous dirons donc aussi “géodésique”.

6.4 Exemple. Si~ : R — R" est une droite dans R" paramétrée avec vitesse constante
égale a 1, alors oy : R — T = R"/A est une droite sur le tore.

6.5 Lemme. Soient les tores plats T =R"/A, T =R"/N et ¢ : T — T une isométrie
locale. Sic:R — T est une droite sur T, alors ¢ o ¢ est une droite sur J.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du fait que, relativement a des cartes (U, ) €
Ap et (U, ¢') € Apn avec ¢p(U) C U, la représentation locale ¢’ o ¢ o =t de ¢ est la
restriction a ¢(U) d’une isométrie R" — R", et ces derniéres préservent les segments
de droite. O
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6.6 Lemme. Soient les droites ¢, ¢ : R — T sur le tore T. Si c(ty) = ' (to) et é(ty) =
(to), alors c(t) = ' (t) pour tout t € R.

Preuve. Nous démontrons le lemme pour ¢ > ¢, la preuve pour t < ¢y étant similaire.

Supposons par 'absurde qu'il existe des valeurs 7 > tq telles que ¢(7) # (1), et notons
t1 Vinfimum de ces valeurs. Par continuité, on a ¢(t) = ¢/(t) pour t € [to, t1]. Or, il existe
une carte (U, @) € Ay avec c(t;) € U, et un § > 0 tel que les représentations locales
poc, pod i (t; —6,t; +0) — R™ sont des segments de droite paramétrés a vitesse
unitaire. Ces segments passent par ¢(c(t1)) et ont la méme direction en ce point. Ils
sont donc identiques et, par conséquent, ¢(t) = ¢/(t) pour t € [t1,t; +J), ce qui est une
contradiction. 0

Comme conséquence immédiate des deux lemmes, on a ceci :

6.7 Corollaire. Toute droite sur le tore ¢ : R — T est l'image ¢ = w o~y d’une droite
v:R — R". 0
6.8 Exemple (Géodésiques périodiques). Considérons un réseau A = {mv! + mgyv? |
my, my € Z} dans R% Une droite v : R — R? passe par deux points distincts équivalents
relativement & A si et seulement si §(#) est parallele & une combinaison linéaire mv'+nv!
avec m et n entiers.

Si tel est le cas, la géodésique ¢ = m o v sur le tore est périodique. On dit aussi que
c est une géodésique fermée. La période ou la longueur L(c) de ¢ est, par définition le
plus petit nombre L > 0 satisfaisant ¢(t + L) = ¢(t), pour tout t € R.

U U U2 G S

— £ —
— —
— —
— —

/17 1 T T 71

FIGURE 6.1. Géodésique périodique sur un tore

La figure 6.1 montre une droite avec 7w o v périodique. Dans la partie a droite, on voit
tous les points a I'intérieur d’un parallélogramme fondamental de A qui sont équivalents
a un point de . C’est un exercice de démontrer que si ¢ est une géodésique non fermée
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sur T = R?/A, alors 'application ¢ : R — T est injective, et I'ensemble des points
{c(t) | t € R} est dense dans 7.

Réseaux et tores isométriques

6.9 Définition. Deux réseaux A, A’ dans R" sont isométriques s'il existe une isométrie
F:R" — R" telle que F(A) = A’

6.10 Exemple.

?

FIGURE 6.2. Réseau quadratique et réseau hexagonal

La figure 6.2 montre deux réseaux non isométriques Ag, Ay dans R? engendrés par des
vecteurs de longueur 1. Dans le premier exemple, le parallélogramme fondamental est
un carré, dans le second il est I'union de deux triangles équilatéraux. On appelle Ag et
Ay relativement le réseau quadratique et le réseau hexagonal.

Dans Ap il y a des triplets de sommets dont la distance entre chaque couple de sommets
est égale a 1, dans Ag de tels triplets n’existent pas. Dans R?/Ay, par tout point il
passe exactement trois géodésiques fermées de longueur 1. Dans R?/Ag, ce nombre est
deux. Les deux tores ne sont donc pas isométriques.

6.11 Théoreme. Les tores plats T = R"/A et T = R"/N sont isomélriques si et
seulement si les réseaux A et A’ sont isométriques.

Preuve. Soit F' : R™ — R™ une isométrie avec F'(A) = A’. Cette isométrie est de la
forme F'(z) = Az + b, o A est une matrice orthogonale et b € R"™. Puisque F'(0) € A/,
on a b e AN. D’ou la propriété suivante :

r—y€eN < F(x)—F(y) e \.
Pour les projections canoniques 7w : R" — R"/A, 7/ : R" — R™/A’, ceci veut dire
que 7(x) = 7(y) si et seulement si 7'(F(x)) = 7'(F(y)). Nous obtenons donc une
application bien définie et bijective f : T — J’ en posant

f(m(x)) = 7'(F(z)), zeR"
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Pour vérifier que f est une isométrie, nous considérons un point quelconque p = w(z) €
T et choisissons un voisinage ouvert U de x dans R" tel que 7|y est injective. Au
voisinage U = 7(U) de p, on a maintenant f|y = ' o F o (n|5)~", une composition de
trois isométries (en rappelant que les projections m et 7’ sont des isométries locales,
remarque 6.2).

Supposons, réciproquement, qu’une isométrie f : T — T’ est donnée. Nous voulons
“relever” f dans R™ afin d’obtenir une isométrie entre les réseaux.

Nous commencons avec deux points zg, 2, € R™ que nous choisissons tels que 7'(xj) =
f(m(xg)). 1l existe § > 0 tel que sur les boules B, B’ de centres g, xj, et de rayon 0
dans R", les projections m, 7’ sont injectives.

L’application (7'|g)" o f o (n|g) : B — B’ est une isométrie. Or, dans R", toute
isométrie définie sur un voisinage ouvert se prolonge en une isométrie définie sur tout
R". 1l existe donc une isométrie F' : R" — R" telle que F|g = (7'|p/)"! o f o (7|p).
Cette derniere satisfait

(%) m(F(z)) = f(x(x)),

pour tout x € B. Nous montrons que (x) est valable pour tout x € R"™. Pour cela, nous
utilisons essentiellement 1'existence des droites sur les tores et leurs propriétés.

Soit v : R — R™ une droite paramétrée a vitesse unité satisfaisant y(0) = zo. Pour
démontrer (x), il suffit de vérifier que

T (F(y(1))) = f(x(7(1))),t € R.

Pour t € (—0,0), ceci est déja vérifié. D’apres I'exemple 6.4 et le lemme 6.5, les courbes
7 oF oy et foroy sont des droites dans J’. D’apres le lemme 6.6, elles sont identiques,
et la preuve de (x) est achevée.

Avec (%), on a maintenant que F'(z) — F(y) € A’ si et seulement si z —y € A. En
prenant y = 0, nous voyons que A’ est 'image de A par l'isométrie z — F(z) — F(0),
x € R", c’est-a-dire que A et A’ sont isométriques. O

Classification en dimension 2

A titre d’illustration, nous classifions les tores plats de dimension deux. Pour ceci, nous
utilisons le domaine suivant :

1
(6.12) F={r=(h)eR[0<H <o, Hi+8> 1}
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0 1/2 1

FIGURE 6.3. Un domaine de parametres

Pour tout p > 0 et 7 = (t1,t5) € R? avec 5 # 0, nous pouvons construire un réseau,
noté A, ., engendré par les vecteurs v' = (p,0) et v? = (pty, pta). La classification est
alors la suivante :

6.13 Théoréme. Pour tout réseau A dans R?, il existe p > 0 et 7 € F uniquement
déterminés tels que A est isométrique a A, ;.

Preuve. Soit A un réseau de R%. Nous posons p égal au minimum des normes des
éléments non nuls de A. Avec une isométrie ¢ : R? — R? qui fixe 'origine, nous

changeons la position de A de sorte que v' := (p,0) € A.

Dans A \ {mv' | m € Z}, il existe un élément v* = (v}, v3) avec —1p < v} < $p et

ayant la valeur |v3| minimale. Parce que ||[v?]| > p, on a v3 # 0. En remplagant v? par
—v? et en combinant ¢ avec la symétrie o d’axe x5 = 0, si nécessaire, nous obtenons
que v? > 0 et v3 > 0. L’élément v? est alors de la forme v* = pr avec 7 € F.

Vérifions que v! et v? engendrent A. Puisque v!,v? est une base vectorielle de R?, tout
v € A séerit v = (my + s1)v! + (Mg + s2)v* avec my,mo € Zet 0 <51 < 1,0 < 59 < 1.
L’élément s;v! + spv? appartient également & A. Or, par le choix de v? on a sy = 0, et
par le choix de v! on a aussi s; = 0. Dot v = mv! + mav? € A.

Pour démontrer 'unicité de p et 7, nous montrons que les deux sont caractérisés
géométriquement. Pour p c’est simple : p est la norme du plus petit élément non nul
dans A, ;.

Quant a 7, nous supposons d’abord que ||7|| > 1. Dans ce cas, A, ; a exactement deux
éléments de norme p. Ces éléments sont (—p,0) et (p,0). Soit D la droite passant
par ces éléments, et D’ la droite orthogonale & D passant par leur milieu. Pour v? =
pT = (pty, pta), la valeur pt; est alors caractérisée comme étant la plus petite distance
positive entre un élément de A, et D, et pty est caractérisée comme étant la plus
petite distance entre un élément non nul de A, ; et D'.
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Il reste le cas ||7|| = 1. Ici angle, en valeur absolue, entre (p,0) et p7 est caractérisé
comme étant le plus petit angle positif existant entre deux éléments de norme p dans
A, . D’ou, a nouveau, une caractérisation géométrique de 7. O

En combinant ce résultat avec le théoreme 6.11, nous obtenons que pour p > 0 et
7 € T, les tores plats T, = R"/A, - sont deux a deux non isométriques. En plus, tout
tore plat de dimension 2 est isométrique a un tel T,,. On a ainsi une classification
complete des tores plats de dimension 2.
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Chapitre 7 Variétés hyperboliques

On étudie dans ce chapitre trois exemples de variétés riemanniennes dont le groupe des
isométries est “aussi riche” que celui de R™. Les deux premiers exemples sont R"™, S"
chacun muni de la métrique riemannienne standard. Le troisieme exemple —il occupe
la partie essentielle de ce chapitre— est I’espace hyperbolique qui est un exemple de la
célebre géométrie non-euclidienne.

’Ce chapitre est traité sous forme d’exercices et occupe plusieurs séries.

’Exemple 1 :‘ (R™, go)

Cet exemple est bien connu et nous le mentionnons seulement par souci de complétude.

La métrique est gy, donnée par l'expression suivante, ot A = (ai,...,a,)s, B =
(b1, ..., bp), € T,R" x € R":

gU(A, B) = Z albl
i=1

Les géodésiques dans cet exemple sont les droites.

7.1 Exercice. Pour A = (ay,...,a,)0 € ToR", quel est le point expy(A)?

Pour toute matrice orthogonale A € O(n) et tout b € R™, on obtient une bijection
¢ : R™ — R" définie par

(7.2) olr)=A-z+b, xeR"

On sait que I'ensemble de ces applications coincide avec ’ensemble des isométries de
(R™, go) au sens des espaces métriques.

7.3 Exercice. Vérifier que tout ¢ de la forme (7.2) est une isométrie de (R, go) au
sens de la géométrie riemannienne.

7.4 Exercice. Démontrer, a ’aide du lemme 7.6, que réciproquement, toute isométrie
¢ : R™ — R™ au sens de la géométrie riemannienne est de la forme (7.2).
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7.5 Exercice. Le groupe Isom(R", gg) est “riche” au sens suivant : Etant donnés les
points x,y € R™ et les reperes orthonormés (v',...,v") de T,R™ et (w!,...,w") de
T,R", il existe un unique ¢ € Isom(R", go) tel que

d(x) =y, ¢.(v)=w'i=1,...,n.
On dit alors que Isom(R™, go) est n + 1 fois transitif.
7.6 Lemme. Soit M une variété riemannienne et p € M un point tel que pour tout

q € M il existe une géodésique allant de p a q. Si ¢,¢" € Isom(M) vérifient ¢., = ¢,
alors ¢ = ¢'.

’Exemple 2 :‘ (S™, ¢°").

On considere la sphere unité de dimension n,

STL:{({EI,.‘,,an'_l) ER”+1 | x%+..-+xi+1 :1}7

munie de la métrique standard restreinte a S™, définie par
d"(A,B) = go(A,B), A, BecT,S"

7.7 Exercice. Une application bijective ¢ : S” — S™ est une isométrie de S™ au sens
de la géométrie riemannienne si et seulement s'il existe 1 € Isom(R" !, gq) vérifiant

¢ = Ylsn.

Notons qu’alors on a 1(0) = 0, et donc ¢ € O(n + 1) (voir(7.2)).

7.8 Exercice. Soient z,y € S" et soient (v!,...,v") dans T,S" et (w!,...,w") dans
T, S™ deux reperes orthonormés. Montrer qu'il existe ¢ € Isom(S™) uniquement déterminé
tel que ¢(x) =y et P, (v') =w', i =1,...,n.

7.9 Exercice. On considere la projection stéréographique 7 : S® — R" donnée par

u u
ﬂ(ul,...,unH)—( ! . “ >

1+un+1, .>1+un+1

vérifier que

4(5@'
(1) = R",
950 = TPy © €

7.10 Exercice. Calculer les symboles de Christoffel associés a ce paramétrage.
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R’n

FIGURE 7.1. Projection stéréographique de la sphere
7.11 Exercice. Démontrer que la courbe ¢(t) = (0,...,0,sint,cost), t € [0, 7] est une
géodésique.

En combinant ceci avec 1’exercice 7.8, on obtient que les géodésiques sont les arcs de
grands cercles.

7.12 Exercice. Calculer expy((ay,...,a,,0)n).

‘Exemple 3 :‘ (H™, ™).

Dans R""! on considere la forme bilinéaire suivante, ot A = (ay,...,0n41)u, B =
1 1.
(b1, bni1)u € TR uw e R

h(A,B) = a1by + -+ + apby, — api1bpys.
On note

O(n,1) = {M = (m}) =(m',...,m"™) € GL(n + 1,R)
| h(m',m?) = h(e',e?), i,j=1,...,n+1}.

7.13 Exemple. Pour tout ¢ € R, et pour toute matrice orthogonale n x n U € O(n),
les matrices (n 4+ 1) x (n + 1) suivantes appartiennent a O(n, 1).

L, 1 0 0
n U 0
M, = 0 cosht sinht |, Ry = <0 1) .
0 sinh? cosht
7.14 Exercice. Montrer que pour tout M € O(n, 1) et tout v,w € T,R"™! (z € R"),

on a

h(Mv, Mw) = h(v,w).
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On considere les ensembles
H = {[weR"™ |uf+ 4l —ul,, =—1}

et .
H* = {u € H" | upr >0}

7.15 Exercice. Pour tout M € O(n,1), on a

M(H") = H".
7.16 Exercice. Pour M = (m) € O(n, 1), M(H") = H" <= m!*{ > 0.
7.17 Notation. On note O (n, 1) le sous-groupe de O(n, 1) qui préserve H".

7.18 Exercice. Pour tout u € H", montrer qu'il existe ¢ € O, (n, 1) tel que p(N) =u
(ou N =(0,...,0,1)).

Pour A = (ay,...,a,,0)y et B = (by,...,b,,0)ny € TyH", on a h(A, B) = Y1 | a;b;.

Donc h|rygsomxryaen est définie positive. L'exercice 7.18 ci-dessus montre que ceci reste
le cas pour tout T,H", u € H". On a ainsi démontré qu’en définissant

g (A,B)=h(A,B), A BcT,H" uecH"

on obtient une variété riemannienne.
Notons qu’alors tout ¢ € O4(n,1) est une isométrie.

7.19 Exercice. Soient p, ¢ € H", et v!,..., 0" € T,H" et w',...,w" € T,H" deux
reperes orthonormés. Il existe ¢ € O, (n, 1) tel que ¢(p) = ¢, ¢.(v") =w', i =1,...,n.

Avec le lemme 7.6, on conclut que Isom(H") = O (n,1) et que Isom(H™) opere n + 1
fois transitivement sur H".

7.20 Exercice. On considere la projection stéréographique 7 : H™ — R"™ donnée par

W = (1 )
w(u) = e .
1+ Upiq 1+ tUpgr

Vérifier que
452']'
ij = T o\ € Dna
95() = T ©

ouD"={xeR" |z} + - +22 <1}.
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N

FIGURE 7.2. Projection stéréographique d'un hyperboloide

Le disque D" muni de la métrique ¢°"ci-dessus fournit un deuxiéme modele pour la
variété riemannienne (H", g"").

7.21 Exercice. Calculer les symboles de Christoffel associés a ce paramétrage.

7.22 Exercice. Démontrer que la courbe ¢(t) = (0,...,0,sinh¢, cosht), t € R est une
géodésique.

En combinant ceci avec le fait que ¢(R) est I'intersection de H avec un plan passant
par 0 et 'exercice 7.19, on obtient que les géodésiques sont les intersections

H' N a,
ol v est un plan passant par 0 et ayant une intersection non vide avec H™.
7.23 Exercice. Calculer expy((ay,...,an,0)N).
7.24 Théoréme. (i) Pour tout p € 3", lapplication exp, : T,H" — H" est un
difféomorphisme.

(ii) Pour tout p,q € H™, p # q, il existe une géodésique uniquement déterminée (a
un changement du paramétrage pres) passant par p et q.

(iii) Pour tout p,q € H"™, larc de géodésique allant de p a q est la plus courte courbe
dans H" reliant ces points.

Preuve. Nous commencons avec la solution de I'exercice 7.23 : Pour tout nombre réel
A > 0, la courbe t — ~(t) = (0,...,0,sinh(At),cosh(At)), t € R, est une géodésique
(re-paramétrer l'exemple de l'exercice 7.22). Son vecteur tangent en N est §(0) =
(0,...,0,\,0)n.

Tout autre vecteur v € TyH"™ de longueur A est I'image Ry(0) pour une rota-
tion Ry convenable (exemple 7.13). Le théoreme d’unicité des géodésiques implique

que Ry~ coincide avec la géodésique ~,. On obtient que expy((vi,...,v,,0)n) =
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(4 sinh([[o]]), ..., 2 sinh(]v]]), cosh([|v]])), ott [[v] = (v + ... ,v2)Y2. Avec cette ex-

pression il n’est pas difficile de voir que exp, est un difféomorphisme.

En utilisant la transitivité du groupe des isométries de H", on obtient que exp, :
T,H™ — H"™ est un difféomorphisme pour tout autre p € H".

Les points (ii) et (iii) sont maintenant des conséquences du théoreme 4.9. O

’Pour le reste de ce chapitre, on étudie I'espace hyperbolique de dimension 2

’Le disque de Poincaré

Rappelons la projection stéréographique m : H?* — R?. Pour u = (uy,us,u3) € H?,
I'image x = 7(u) est donné par
U1l U2
) Ty = .
1+ Us 1+ us

xr =

L’image 7(H?) est le disque unité
D={reR?®| 2z} +a2]<1}.
7 : H? — D est bijective, et I'application inverse est donnée par

ul—l—p’ Ug—l_p, U3—1_p, pi=x] + x5

Selon D'exercice 7.20, le tenseur métrique de la carte (H?, 1) est donné par

7.25 gii(r) = —2——  xeb.
(7.25) ) = TR

La variété riemannienne (I, ¢”) avec g” donné par (7.25) s’appelle le disque de Poincaré.
Par construction, I’application 7 : H? — D est une isométrie.

7.26 Exercice. Montrer que toute rotation euclidienne de centre 0 de R?, restreinte
a D, est une isométrie de (D, g”).

7.27 Exercice. De facon analogue a celle dans l'exercice 7.22, la courbe r +— Fq(r) =
(sinh(r), 0, cosh(r)), r € R, est une géodésique. Son image dans D est la courbe

sinh(r
’YO(T) - (1+Cos(h()r) 70)’ reR.
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Utiliser les symboles de Christoffel de ¢” afin de donner une vérification directe que 7y
est une géodésique dans D. Noter qu’il s’agit d'un segment d'une droite qui coupe le
cercle 0D orthogonalement.

Pour tout ¢ € R, on a la matrice

1 0 0
(7.28) M, = 0 cosh(t) sinh(t) | € O(2,1).
0 sinh(¢) cosh(t)

Elle opere sur H? par isométries, et les images 7, = M7, sont des géodésiques de F2.
Par conséquent, les courbes

_ ~ _ sinh(r) cosh(r) sinh(t)
%(7“) o ﬂ-(%‘/ (T)) o (1+COSh(7”) cosh(t)’ 14cosh(r) Cosh(t)>’ re R’

sont des géodésiques dans D.

7.29 Exercice. Trouver les composantes du tenseur métrique pour la carte (D, f~1)
de D, ou

_ inh(r) h(r) sinh(t)
f(?”, t) o <1+00:h(7‘) cosh(t)’ 1-T-2i>sh(r§ cosh(t))7 rte R.

Les coordonnées r, t relativement a la carte précédente s’appellent des coordonnées de
Fermi (basées sur la géodésique t — f(0,1)).

7.30 Exercice. (i) Pour tout t € R, t # 0, la géodésique r +— ~(r) = f(r,t) est
un arc de cercle dans D qui est orthogonal au bord 0. Le centre de 7; est le point
(0, coth(t)).

(ii) Pour tout » € R, r # 0, la courbe t — p,(t) = f(r,t), est un arc de cercle
d’extrémités (0, —1), (0, 1). Ce cercle est orthogonal a tous les ;.

En combinant ce dernier résultat avec 'exercice 7.26, on voit que les géodésiques de
D sont les arcs de cercles qui vont de 0D a dD et qui sont orthogonaux a 9D (ou on
inclut les segments de droite passant par 0 comme cas limites de tels arcs). Notons que
les extrémités des arcs au bord 0D n’appartiennent pas aux géodésiques.

7.31 Exercice. Montrer directement que les applications suivantes sont des isométries
de (D,g”),oul eR:

mg(f(T,t)) :f<r’t+€>’ O'(f(?“,t)) :f<_7ﬂ7t); T,tER.

La figure 7.3 montre l'effet d’une isométrie my. La droite verticale est une géodésique
invariante. On l'appelle ['axe de my. Les cercles “horizontaux” sont des géodésiques
orthogonales a I’axe. Les cercles pointillés sont des ensembles de points équidistants a
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FI1GURE 7.3. Une isométrie hyperbolique

I’axe. Puisque les distances sont préservées, ces cercles sont invariants. Les isométries
de ce type s’appellent des isométries hyperboliques.

Le demi-plan de Poincaré

Voici un autre modele de la géométrie hyperbolique, obtenu a travers la projection
suivante que nous présentons sans en donner une interprétation géométrique.

Nous notons 1 : H? — R? cette projection. Pour v € H? 'image y = ¢(u) est définie
par

U1 1

5 Y2 =
Uz — Uz Uz — Uz

(7.32) Yy =

L’'image H = ¢(H?) est le demi-plan
(7.33) H={y € R?* |y, >0.
L’application v : H? — H est bijective, I'inverse étant donnée par

2 2 1 2 2 1
(7.34) P U it Sk S st i
Y2 23/2 2y2

7.35 Exercice. Démontrer que les composantes du tenseur métrique relativement au
paramétrage 1! : H — H? sont les suivantes

1
95;W) = =65, y=(y1,92) € H.
Y2
La variété riemannienne (H, g), ou ¢ est défini par les équations précédentes, est

appelée le demi-plan de Poincaré.

7.36 Exercice. On considere un demi-cercle dans H ayant son centre sur le bord
OH = {y € R? | y = 0} et ayant pour extrémités les points (a,0), (b,0), avec a < b.
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(Les extrémités elles-mémes ne sont pas considérées comme faisant partie du demi-
cercle.)
(i) Montrer que si cet arc est paramétré sous la forme
b b— 1
v(s) = (%,O) + 5% (tanh(s), m),s € R,
alors sa vitesse relativement a la métrique g est constante égale a 1.
(ii) A présent, on considere la courbe correspondante sur H?, ¢ = ¢)~! oy. Montrer que
2a 2b
tout ¢(s) est combinaison linéaire de (a2—1 ), (b2—1 )
a?+1 b2+1
L’exercice précédent implique que la courbe c est a l'intersection de H? et d’un plan
de R? passant par l'origine. Il s’agit donc d’une géodésique. Puisque 1 : H? — H est,
par construction, une isométrie, vy est une géodésique.

Un cas limite, obtenu lorsque b — 00, est celui d'une demie-droite dans H orthogonale
a OH. Son paramétrage est
v(s) = (a,e®), seR.

En combinant ceci avec le théoreme d’unicité d'une géodésique passant par un point
donné et ayant un vecteur tangent prescrit en ce point, on arrive aux résultat suivant :

Les géodésiques dans H sont les demi-cercles et demi-droites orthogonauz a OH.

7.37 Exercice. Donner une autre démonstration du résultat précédent, en vérifiant
que les courbes en question satisfont les équations différentielles d’une géodésique.

7.38 Exercice. Montrer, par un argument élémentaire, que pour tout couple de points
p,q € H, il existe une géodésique uniquement déterminée passant par p et q.

0 (a,0) (0,0)
FIGURE 7.4. Géodésiques dans H et longueur de déplacement.

La figure ci-contre montre deux géodésiques dans H. La droite pointillée est un ensemble
de points équidistants a la géodésique c représentée par la demie-droite verticale. Pour
démontrer I’équidistance, on peut procéder de deux fagons. La premiere est de constater
qu’en prenant un arc de cercle dans D reliant les points (0, —1), (0,1), comme dans la
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figure 7.3, et en passant a H via Papplication 1)o7 ™!, on obtient une demie-droite (non
verticale) d’extrémité 0.

La seconde fagon, qui nous amene a l’exercice suivant, est de considérer des isométries
hyperboliques d’axe ¢ et de constater qu’elles laissent les droites passant par 0 inva-
riantes.

7.39 Exercice. Soit ¢ la géodésique dans H, ¢ — ¢(t) = (0,¢'), t € R. Pour tout ¢ € R,
on a une application py : H — H définie par

pe(z) = e, reH

(i) Vérifier, par un calcul direct, que p, est une isométrie de (H, g*).
(ii) Montrer que uy(x) = (M, (x)), ot My est défini dans (7.28).

(iii) Les points sur ¢ sont déplacés par ¢ : ue(c(t)) = c(t + £).

(iv) Pour tout p € H \ ¢, 'arc de géodésique allant de p a ,(p) est strictement plus

Ecriture en nombres complexes

Les isométries dans les modeles D et H et le passage d’'un modele a 'autre ont une
écriture élégante si on se sert des nombres complexes.

Nous introduisons la notation suivante : Pour toute matrice A = (a Z) € GL(2,C),
on définit
. +b N
4 def 42T 0 ¢
(7.40) mis) & EE0 ee

on C=CuU {o0} est le plan complexe augmenté par un élément supplémentaire noté
oo et appelé “point a l'infini”. L'utilité de cette augmentation est d’inclure le cas ou
le dénominateur s’annule. On complete alors la définition (7.40) par les conventions
suivantes :

cz+d=0 = my(z) =00, c#0 = mA(oo):g, c=0 = my(o0) = 0.
c

Avec ces conventions, tout m, devient une bijection C — C. Les transformations ainsi
définies s’appellent des transformations de Mobius.

version du 18 novembre 2010 94



Chapitre 7 Variétés hyperboliques

7.41 Exercice.
ma(mp(2)) =map(z), zeC;

my = idy <= Az(é ?\) avec A € C~ {0}.

7.42 Remarque. L’identité

az+b 1< ad—bc)
_ a—

cz+d ¢ cz+d

montre que toute transformation de Mobius se décompose en une suite de transforma-
tion du type z — Az, z = 2+ 7, 2 > 1.

7.43 Exercice. Les transformations de Mdébius ci-apres forment des bijections de D
pour tout o,/ € R :

(cos %)z 4 sin %
me(2) = —(siné)z + Cosze’ zeb.
2 2

(Rappel : cos(it) = cosh(t), sin(it) = isinh(t).)

A présent, nous comparons ces opérations avec les transformations de H2. Soient R,,
M, les matrices suivantes de O(2,1) :

cosa —sina 0 1 0 0
R,= | sina cosa 0], My,=1|0 cosh{ sinh/
0 0 1 0 sinh?¢ cosh/?

Par abus de notation, nous utilisons les mémes symboles pour les applications corres-
u
pondantes : R, (u) = R, (gé), etc.

Dans 'exercice suivant, 7 est de nouveau la projection stéréographique 7 : H? — D.

7.44 Exercice. Les transformations introduites dans l’exercice 7.43 coincident avec
les isométries dans les exemples 7.26 et 7.31 :

Te =m0 Ry om !,

my=moMyon L.

Dans l'exercice suivant, nous passons au demi-plan de Poincaré. Dans cet exercice, ¢
est la projection 1 : H? — H définie dans (7.32).
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7.45 Exercice. Soit h avec I'inverse h! la transformation de Mobius définie par

zZ+1 w—1 A
hz) = 28 ply)y = T c.
&) =1 W)= 117 »wE

Montrer que h est la représentation en nombres complexes de la fonction de passage
por l:D— H:

52 Y
lﬂ' h h(z) = ¢¥(r71(2)), z€D.
D

Les applications 7 et 1 sont des isométries. Il s’ensuit que A, vue comme application
h : D — H, est une isométrie entre les variétés riemanniennes (D, ¢°) et (H, g%). En
conjuguant les membres de l'exercice 7.43, nous obtenons donc des isométries de H :

Pa = horaoh_l :¢0Rao¢_1
e = homgolfl:wo]\/[godfl

7.46 Exercice.

(cos §)z +sin §

—(sin§)z4cos§’

me(z) = ez, z € H.

A présent, nous nous proposons de trouver I’écriture, en nombres complexes, d’une
isométrie générale de H. Soit

(7.47) SL(2,R) = {(i Z)

a,b,c,d € R ad — bc = 1}.
La remarque 7.42 montre que pour tout A € SL(2,R), la transformation m, est un
produit des transformations

1
2 Az, Zver 24T, 2 ——
z

avec \,7 € R et A > 0. Ces transformations operent par isométries sur H, et il s’ensuit
que pour tout A € SL(2,R) on a my(H) = H, et my : H — H est une isométrie.

Il y en a encore des isométries qui ne sont pas de ce type. Par exemple

o:-H—H, s(z)=-%
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en est une. (z = x + iy = x — iy est le conjugué complexe de z.)

a b

7.48 Exercice. (i) Pour toute isométrie g : H — H, il existe A = <c d) € SL(2,R)

tel que g a I'une des deux écritures suivantes :

az+b —az+b
= GH; =,
cz+d’z 9(2) —cz+d ®

g(2) € H.

En plus, a une multiplication de A par un facteur 41 pres, la matrice A est uniquement
déterminée par g.

’Les courbures des espaces modeles

Gauss (1777-1855) a défini la courbure d’une surface S en un point p comme étant la
limite

(7.49) K,(S) = 3 lim %(2#7“ — U(cy(1))),

T r—00
ol ¢, (1) est la courbe formée par les points de distance r de p (voir le chapitre prochain).

7.50 Exercice. (i) Pourquoi les courbures de S?, R?, H? en fonction de p, sont-elles
constantes ? (ii) Montrer que

(r dans R?
Ucy(r)) = 2 { sin(r)  sur S?
(sinh(r)  sur H?.

En prenant le développement limité des fonctions sin(r) et sinh(r) au voisinage de
r = 0, on obtient

K,(S?) =1, K,(R*) =0, K,(H*)=-1.
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Chapitre 8 Le tenseur de courbure

Etant donné une variation de courbes ¢,(t) = f(s,¢) dans une variété riemannienne
(M™, g) et un champ de vecteurs Y = Y (s,t) le long de f, on a les dérivées covariantes
DgY et DrY. En général, les deux dérivations ne commutent pas, et on est amené a
considérer la différence DgDr— D7 Dg. Le bon outil pour ceci est le tenseur de courbure
qui nous donnera des informations importantes sur les propriétés géométriques de la
métrique riemannienne g ; par exemple, il répond a la question de savoir si une variété
riemannienne donnée est localement isométrique a R™ ou non.

8.1 Définition. Soit un entier m > 1. Un tenseur de type (m,1) est une application
R qui, & chaque m-uple de vecteurs A',...  A™ € T,M (ou p € M), fait correspondre
un vecteur R(A', ..., A™) € T,M, tel que les régles suivantes sont vérifiées, pour tout
p e M.

(i) L’application R : T,M X --- x T,M — T,M est m-linéaire.
(i) SiY', ..., Y™ € x,(M), alors R(Y?,...,Y™) € x,(M).

Dans cette définition, R(Y,...,Y™) signifie le champ ¢ — R(YL,...,Y™)(q) ¥

RYL,...,Ym).

Par la suite, nous nous intéresserons uniquement au tenseur de courbure. Ce dernier
est un tenseur de type (3,1). Pour des raisons historiques, il sera noté R(X,Y)Z au

lieu de R(X,Y, 7).

8.2 Théoreme. Soit (M™,g) une variété riemannienne. Alors, il existe exactement
un tenseur R de type (3,1), tel que, pour toute variation (s,t) — f(s,t) € M et tout
champ de vecteurs différentiable Y le long de f, on a

(1) (DsDy — DyDg)Y = R(S,T)Y.

Preuve. Unicité : Soit R un tel tenseur et considérons une carte (U, ¢) de M avec les
champs de bases associés X!, ... X" Pour tout x € ¢(U) et tout choix de deux indices
1, 7, nous définissons une variation :

(5,1) = f(s,t) = o (z + se' +te).

(e = (0,...,0,1,0,...,0) avec le 1 & la seme position.) Pour une telle variation, les
champs S, T sont S = X!, T = X7. En prenant Y = X*, nous concluons que pour
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tout p € U,
(2) R(X), X)X} = (Dx:Dxi — Dx;Dx:)X"),, i,5,k=1,....n
Puisque R est trilinéaire et que les vecteurs X;, ..., X} forment une base de T),M, ceci

démontre que R est uniquement déterminé.

Ezistence : Soit (U, ) une carte. Avec (2) et la condition de la trilinéarité, un tenseur
R de type (3,1) est défini sur U. Le calcul effectué au cours du lemme suivant montre
que ce tenseur satisfait bien les conditions de la définition 8.1 sur U. L’unicité déja
établie implique alors que la définition de R ne dépend pas du choix de ¢. L’existence
de R sur tout M s’ensuit. U

8.3 Lemme. Soit R le tenseur défini sur U par (8.2)(2) et soit f : I x J — U une
variation de courbes. Alors, pour tout champ Y le long de f, on a

(DsDr — DrDg)Y = R(S,T)Y.

Preuve. Y est une combinaison linéaire Y (s,t) = Y1 bi(s, 1) X }“(S7t), avec des fonctions
différentiables by, : I x J — R.

Avec la représentation locale p(f(s,t)) = (x1(s,1),...,2,(s,t)) de f, nous avons
, " 0zi(s,t) " " 0x;(s,t)
T(s,t) =¢s(t) = jzl TX}(M), S(s,t) =c'(s) = ]z; TX}(“)’

Pour un champ de vecteurs différentiable Z € x(U), les dérivées DpZ = Dy Z et
DsZ = Dgs )4 deviennent

(93{:z

DyZ = Zax] (Dx:2);, DsZ = Z (Dx:Z);

Ici, Vexpression (D, Z)y signifie le vecteur du champ Dy;Z au point f(s,t). Pour Y,
nous avons (voir (2.7))

(?b 83;
DyY = z EXE+ 3 e (D XY
7,k=1
et nous calculons
" 9%by, Oby, 0x; (%k 0x; 0%x.
Do¢D7Y = T TTRT 4y I (D XF
s Zaat 7t ;{at os s ot k@s@t}( x X0
n ox; 0x;
be—2 —(DxiDx; X");.
+”2k:1 Ko 9s XX )f
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Pour Dy DgY , I'expression est analogue, avec les roles de s et ¢ intervertis. On constate
que la premiere ligne reste la méme. Par conséquent, et apres regroupement des termes,

" Ox; Ox;

(DsDy — DrDg)Y = > s a;m ((DxiDxi — DxiDx:)X");
i,5,k=1
" Ox; Oz, P
=2 a5 a;bk (X, X)X} = R(S,T)Y.
1,5,k=1

O

8.4 Remarque. Les formules 8.2(1),(2) expriment R en fonction des dérivées cova-
riantes dans des cas particuliers. Dans le cas ou X,Y, Z sont des champs de vecteurs
différentiables quelconques définis sur un ouvert de M, on a

R(X,Y)Z = (DxDy — DyDx — Dixy])Z.
La formule peut étre vérifiée en coordonnées par un calcul direct.

Variations géodésiques.

Considérons a présent une variation pour laquelle chaque ¢, est une géodésique. De
telles variations ont déja été étudiées dans le chapitre 9. Elles ont la propriété suivante

D .
DTT = gcs(t> = 0.

Sachant que DS = DgT (lemme 4.4), on a aussi Dy DpS = DrDgT. Par conséquent,
toute variation géodésique satisfait

(8.5) DrDrS = DrDsT — DsDrT = —R(S, T)T

N
T

Cs

FiGUurEe 8.1. Champ de vecteurs associé a une variation géodésique

Plus loin, nous donnerons une interprétation géométrique de Dy DS, mais avant cela,
nous allons considérer un cas particulier.
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La courbure et ’application exp.

Nous reprenons la situation pour laquelle le lemme de Gauss a été énoncé (théoreme
4.8). Soit p € M et soient v,w € T,M deux vecteurs tangents non-nuls. En plus,
nous supposons que ces vecteurs soient orthogonauxr entre eux. Pour s dans un petit
intervalle I autour de zéro, nous considérons le segment de droite dans 7,,M, donné
sous la forme paramétrée

t—=vs(t) =tlv+sw), te,

ou J est un intervalle qui contient zéro et qui est tel que vs(t) est dans le domaine de
définition de exp,,, pour tout s € I et t € J. Notons encore w,, () le vecteur obtenu en
déplacant parallelement (dans 7,M) le vecteur w de 0 a v4(t). Sous ces conditions, la
courbe

cs(t) = exp,(vs(t)), te€J,

est une géodésique, et 'application
f(s,t) = exp,(vs(t)) = exp,(t(v + sw)), se€l, te
est une variation de géodésiques avec les vecteurs tangents
S =expy(twu,m), T =és(l).
Ces vecteurs satisfont donc 1'équation (8.5).

Nous allons en déduire une propriété importante de ’application exp. Pour ceci, nous
nous restreignons au cas s = 0 et, pour raisons de simplicité, nous écrivons v(t) au lieu
de vo(t), i.e. v(t) = tv. Les vecteurs tw, sont maintenant orthogonaux a la droite ¢ —

twv(t

FIGURE 8.2. Un champ de vecteurs dans T),M et son image sous exp,,
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v(t), t € J. Au vu du lemme de Gauss (théoreme 4.8), les vecteurs S = exp,,, (twy())
sont orthogonaux a la géodésique c(t) = exp,(tv). (Fig. 8.2). La propriété citée de
I'application exp est alors la suivante (ou nous écrivons Y au lieu de 5).

8.6 Proposition. Soient v,w € T,M des vecteurs tangents non-nuls et orthogonauz
entre eux comme ci-dessus, et ¢ la géodésique c(t) = exp,(v(t)) = exp,(tv), t € J, ot
0€ J, et soit

V(1) = expy. (L),

Alors Y est un champ de vecteurs orthogonaux le long de c satisfaisant ’équation
différentielle

DD .
avec les conditions initiales
D
(2) Y (0) =0, %Y(O) = w.

Preuve. L’équation (1) est équivalente & (8.5). La premiere équation de (2) est claire,
car exp,, est une application linéaire. Pour la deuxieme équation, nous écrivons

D D D
ZY () = — (exp,.(twu)) = = (texp,. (o))

D
= exP,, (Wo(r)) + t - (exp,, (W)

dt
Par conséquent, 2Y(0) = exp, . (wy()) = exp,,(w) = w (voir (4.7)). O
A propos de %%.

Dans le corollaire 2.18, nous avons vu que toute base orthonormée de 1’espace tangent
dans un point d'une courbe se prolonge parallelement en un champ de bases ortho-
normées le long de toute la courbe.

Considérons maintenant une telle situation, i.e. des champs de vecteurs E!,..., E"
paralleles le long d’'une courbe différentiable ¢ : I — M, tels que pour tout t € I, les
vecteurs E'(t),..., E"(t) forment une base orthonormée de T,;) M. Le champ Y s’écrit

alors sous la forme
n

Y(t) = u(t)E'(),

=1
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avec des fonctions différentiables y;(t), ..., y,(t). Les E' étant paralleles, on a 2 E(t) =
0, et il s’ensuit que

(8.7) FY =T HOEO. Y0 =2 i

dt i=1

Le rapport avec la courbure de Gauss d’une surface.

Soit r : Q C R? — R3 un morceau de surface réguliere (voir chapitre 7). Rappelons que
(S,771) est une carte de S et que les champs de bases associés a cette carte sont

X! =7r(z) = (87““(9”) Ouz(z) 8“‘“’(9”)) , u=r(z); i=1,2.

u dx; ' Ox; Ox;

FiGURE 8.3. Un morceau de surface régulier

Pour un champ de vecteurs = — V(z) = (vi(x), ve(2), v3(x))u, u = r(z), le long de la
surface, notons V* le champ des dérivées partielles

Vile) = (22, 250 2902 | p(a); i 1,2

Cette notation sera appliquée au champ des vecteurs normaux

o rl(x) A TQ(C(])
)= ) A @]

et aux champs r',72, dont les dérivées sont notées 1 et les dérivées itérées r*/*. Re-

marquons que 79 = it piki = pik ete,

Dans le cours de géométrie de premiere année, nous avons étudié la seconde forme
fondamentale h : T,,S x T,,S — R dont les composantes h;; ont été définies par

hij(z) = —(n'(x),7 (x)), i,j=1,2.
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Puisque (n(z),r?(x)) = 0 = constante et 8%1- (n(z),r(x)) = (n'(z),r’ (x))+(n(x), r (z)),

hij(x) = (n(z), ' (z)).

La courbure de Gauss est, par définition, la fonction

(8.8) K(z) := m,

ou les g;; sont les composantes du tenseur métrique. On avait démontré que

K(x) = k1 (2)ka(2)

ou ki(x) et ko(z) sont le minimum et le maximum des courbures des sections normales
au point r(x) de S.

La figure 8.4 montre différentes sections en un point p. Ce sont des intersections, (au
voisinage de p) de S et des plans passant par le vecteur normal n en ce point. Dans
I'exemple a gauche, la courbure est dans la direction opposée a celle de n et atteint
un minimum négatif k;. Lorsqu’on fait tourner le plan autour de n, la courbure de
I'intersection change contintiment et atteint un maximum positif ks dans 'exemple de
droite. La courbure de Gauss de S en p est négative.

iR

FIGURE 8.4. Courbures des sections normales

Nous allons montrer que K (z) peut étre exprimée avec le tenseur de courbure. Pour
ceci, nous observons que 7 : Q — S a son domaine de définition dans R2. L’application
r est alors un cas particulier d'une variation de courbes.

D’apres la définition de la dérivée covariante d’une surface dans R? (voir chapitre 7),

on a ‘ ' ' '
Dyt = (1)1 = ri% — (p3% pyn = ri% — by,

ot (..)T signifie la projection orthogonale sur le plan tangent. Sachant que n® est or-
thogonal a n, nous obtenons

DyiDyir® = (r*)T — hynt.

version du 18 novembre 2010 104



Chapitre 8 Tenseur de courbure

Puisque 7 est une variation de courbes, on a R(r, 77, r*) = (D,.D,; — D,; D,:)r*. Avec
I'équation précédente et en utilisant que r7¥ = % on obtient

R(r', r?)rk = hyn? — hjkni.
Ceci nous permet d’exprimer le déterminant de (h;;) avec R. En effet :
(R(r', r®)r? vty = hio(n®,r') — hop(nt, 1)
= hithss — (h12)*.
D’ou finalement

(R(rt,r?)r2, rt)

(8.9) K = det(gs)

Or, le tenseur de courbure est entierement déterminé par le tenseur métrique (voir aussi
les formules (9.1), (9.2) au début du prochain chapitre). Grace a (8.9), nous avons donc
démontré que la courbure de Gauss est entierement déterminée par le tenseur métrique.
Ce fait étonnant a été découvert par Gauss, qui ’appelait le theorema egregium.
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Chapitre 9 Propriétés de la courbure

Les composantes du tenseur de courbure.

Soit une carte (U, ) de M comme ci-dessus. Puisque R est tri-linéaire, il existe des
coefficients RL;, tels que

R(X', X)X Z RX.

ijk

Comme pour les composantes du tenseur métrique et les symboles de Christoffel, nous
interpréterons parfois les Rﬁ 4. comme des fonctions de p € U, mais aussi comme des

fonctions de = ¢(p) € ¢(U) C R", et nous écrirons, par abus de notation, RL;, (p) =
Riji ().
zgk

On appelle les R”k les composantes du tenseur de courbure relativement a la carte
(U, ). On peut les calculer avec les symboles de Christoffel. Pour le voir, dérivons
Dx, X b=y 1 I X" relativement a X, ‘. ce qui donne

DxiDx; X Z X)X+ 3 rar, X'
l,m
En regroupant les termes et en écrivant [ a la place de r, nous obtenons
DxiDx; X" Z <X1 [T + Z rt . jk,) X'
=1

Les coefficients s’obtiennent en soustrayant l’expression analogue avec i et j interver-
tis. En interprétant maintenant les symboles comme des fonctions de z € ¢(U) nous
écrivons - Fl L. & la place de X*[I'};]. La formule cherchée devient

0 m
(91) Rzgk grék k+ Z Fzm ik jm zk)

Pour des raisons pratiques, nous rappelons les formules pour les symboles de Christoffel
(définition 2.5) :

1 " /0 0 0
k- _ E ) gtk
(92) F (a gji + a gzl 8xl gZ]) g .

Propriétés algébriques du tenseur de courbure.
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9.3 Proposition. Pour tout p € M et tout x,y,z,w € T,M, on a
(1) R(z,y)z = —R(y,x)z (antisymétrie)

(2) R(z,y)z+ R(y,2)x + R(z,2)y =0  (Identité de Bianchi)
(3) (R(z,y)z,2) =0

(4) (R(z,y)z,w) = (R(z,w)z,y)

Preuve. Puisque dans (1) et (2), les deux cotés de 1'équation sont des fonctions tri-
linéaires, il suffit de démontrer ces formules pour les vecteurs d’une base. Soient donc
r=X,,y=Y,, 2= 2, ot X, Y, Z appartiennent & une base X!, ... X" associée a
une carte au voisinage de p. Dans ce cas, R est donné par 8.2(2). L’antisymétrie (1) est
claire. L’identité (2) résulte du calcul suivant ou nous utilisons que D est symétrique,

(DxDyZ — DyDxZ) + (DyDzX — DzDyX) + (DzDxY — DxDY) =
Dx(DyZ — DzY) — Dy(DxZ — DzX) + Dz(DxY — Dy X) = 0.

Dans (3), (R(x,y)z,z) est bilinéaire en = et y pour tout z. Il suffit donc toujours
de prendre X et Y parmi les X!, ..., X" mais Z doit étre un champ de vecteurs
quelconque différentiable au voisinage de p. Dans ce cas nous observons que

(DxDy Z,Z) = X[(DyZ,Z)| —(DyZ,Dx Z)
(DyDxZ,2) = Y[(Dx %, 2)] — (Dx %, Dy Z).

En utilisant la régle (Dy Z, Z) = $V[(Z, Z)] et le fait que les champs de bases com-
mutent, nous obtenons

(R(X,Y)Z,2) = X[(DyZ,2)| - Y[Dx Z, Z)]
_ ;(xy _YX)[(Z,2)] = 0.

La réegle (4) est une conséquence purement algébrique des précédentes et sera démontrée
au lemme suivant. 0

9.4 Lemme. Soit r: V* — R une application 4-linéaire sur un espace vectoriel V telle
que

(1) r(z,y,2z,w) = —r(y,x, z,w)
(2) r(x,y,z,w)+7r(y,z,z,w) +r(z,z,y,w) =0
(3) r(z,y,2,2) =0
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Alors r satisfait aussi

4) r(x,y, z,w) = —r(z,y,w, z)
(5) r(x,y, z,w) =r(z,w,x,y)
(6) r(z,y,y,w) = r(w,y,y, 2)

Preuve. D’apres (3) on a
0=r(z,y,z+w,z+w)—r(x,y,z—w,z—w)=2r(z,y,z,w) + 2r(x,y,w, z),

d’ou (4). La regle (5) se déduit en permutant (2) de la maniere suivante

r(z,y,z,w) +r(y, z,z,w) + r(z,x,y,w) =
r(y,z,w,x) + r(z,w,y,z) + r(w,y,z,x) =
—r(z,w,z,y) —r(w,z,z,y) —r(x, z,w,y) =
_T(waxaya ) 7n(x Y, w, Z) 7"( w,x, Z)
et en utilisant (1) et (4). Le (6) est clair. O

Une fonction 4-linéaire satisfaisant les conditions du lemme 9.4 est appelée une forme
de type courbure.

9.5 Exemple. Si V est muni d’'un produit scalaire, alors alors la fonction

plz,y,z,w) = ‘

est une forme de type courbure.

Le tenseur de courbure nous permet de généraliser la courbure de Gauss pour une
variété riemannienne quelconque.

9.6 Définition. Soit (M™, g) une variété riemannienne. Pour tout p € M et pour tout
couple de vecteurs linéairement indépendants z,y € T,,M nous définissons

(R(x,y)y, )
[zl lylI> = (z,y)*

On appelle K la courbure sectionnelle de M.

K(x,y) =

9.7 Proposition. La courbure sectionnelle K(x,y) ne dépend que du plan o engendré
par x,y € T,M
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Preuve. C’est une conséquence du lemme suivant. O

9.8 Lemme. Soit r,p: V* — R deux formes de type courbure. Si x,vy, respectivement
2,1y, engendrent un plan « et z,w, respectivement z',w’, engendrent un plan 3 alors

r(z,y,z,w)  ry, 2 w)
p(I7 y7 z7 w) B p(x,7 y/7 Z/7w/)

Preuve. Grace a la propriété (5), il suffit de montrer que le passage de la base x,y de
« a la base 2,y ne change pas la valeur de r/p. Or, ce passage peut étre décomposé
en une suite de passages élémentaires du type {z,y} — {y,z}; {z,y} — {A\z,y};
{z,y} — {x+ My, y}. Pour ces passages élémentaires, I'invariance de r/p est claire. [J

Avec le tenseur de courbure, on calcule les courbures sectionnelles. Il est intéressant de
noter que la réciproque est également vraie :

9.9 Proposition. Le tenseur de courbure est entierement déterminé par les courbures
sectionnelles.

Preuve. L’expression qui donne R en fonction de K est obtenue grace au lemme suivant.

O

9.10 Lemme. Soit r : V* — R une forme de type courbure et soit s la forme bi-
quadratique s(z,y) = r(z,y,y,x). Alors

24r(z,y, z,w) =  s(z+w,y+z)— sz —w,y+z

Preuve. On trouve d’abord une relation a mi-chemin :

T(:B,y+z,y—|—z,w) —r(m,y—z,y—z,w)
—r(y,x+z,x 4+ z,w) +r(y,r — z,x — z,w)
=2r(z,y, z,w) + 2r(z, z,y,w) — 2(y, x, z,w) — 2r(y, z, x,w)
=dr(x,y, z,w) + 2r(z, z,y,w) + 2r(z,y,z,w)
= 6r(x,y, z,w) + 2r(y, z, z,w) + 2r(x, z,y, w) + 2r(z,y, z,w)
= 6r(x,y, z,w)
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On utilise ensuite

r(u+w,v,v,u+w) —r(u—w,v,v,u —w) =

2r(u, v, v,w) + 2r(w,v,v,u) = 4r(u,v,v,w).

O

On dit que la variété riemannienne (M, g) est de courbure constante k si K(a) = K
pour tout plan a € T,M et tout p € M.

9.11 Proposition. (M, g) est de courbure constante k si et seulement si le tenseur de
courbure satisfait

R(r,y)z = s({y, 2)x — (v, 2)y).

Preuve. Le fait qu’un tenseur de cette forme donne la courbure constante est laissé en
exercice. Soit donc R de courbure constante x. Nous posons

r(x,y,z,w) = <R(x,y)z,w> - H(<yv Z><ZL‘,U}> - <I7Z><y7w>)

On constate que r est une forme de type courbure (voir I'exemple 9.5). Pour cette forme,
on a r(z,y,y,x) = constante = 0. Avec le lemme 9.10, on conclut que r(x,y, z,w) =
constante = 0. 0]

Une caractérisation de la métrique euclidienne par la courbure.

Le tenseur métrique standard de R™ est donné par les composantes g;; = d;;. Cette
métrique s’appelle aussi la métrique euclidienne. Vu que les dérivées des g;; s’annulent,
tous les symboles de Christoffel et toutes les composantes R, du tenseur de courbure
s’annulent aussi. L’espace euclidien est donc une variété riemannienne de courbure
sectionnelle constante égale a zéro.

Nous démontrons que localement, la réciproque est également vraie.

9.12 Théoreme. Une variété riemannienne est localement isométrique a [’espace eu-
clidien si et seulement si elle est de courbure constante nulle.

Preuve. Nous remarquons d’abord que d’apres la proposition 9.9, respectivement la
formule dans le lemme 9.10, une variété riemannienne (M", g) est de courbure section-
nelle constante égale a zéro si et seulement le tenseur de courbure R est identiquement
nul.

Clairement, si M est localement isométrique a R™, alors R = 0. Faisons maintenant
inversement 1’hypothese que R = 0, et considérons un point quelconque p € M. 1l
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existe € > 0 tel que 'application
h:=exp,: T,M — B (M)

est un difféomorphisme. Le tenseur métrique ¢ induit une structure d’espace euclidien
sur T,,M, et nous montrons que h est effectivement une isométrie par rapport a cette
structure.

Soit donc u € T;M. Nous posons v = mu et choisissons une base orthonormée
1

w, ..., w" de T,M telle que w" = v.

En déplacant parallelement ces vecteurs de 0 a u, nous obtenons une base orthonormée
wk, ..., w” de vecteurs tangents en wu. Il suffit de démontrer que les images h.(w}),

uwr”

.., hy(wy) forment une base orthonormée de T}, M.
Pour ceci, considérons le segment de droite v(t) = tv dans T, M et son image
c(t) =exp(tv), te€[0,t1], t1 = |ul.

La courbe ¢ est une géodésique dans M satisfaisant ¢(0) = v. Le long du segment
t — v(t) nous avons les champs de vecteurs paralleles (au sens euclidien de 7,M)
wi(t), ce s Wy Le long de la géodésique ¢ nous introduisons les champs de vecteurs

paralleles E', ..., E" satisfaisant E*(0) = w’ = w}q), i = 1,...,n. Pour tout ¢ € [0, 1],
les vecteurs E'(t),..., E™(t) forment une base orthonormée, et comme ¢(t) est un
champ parallele, on a E™(t) = ¢(t). Nous allons démontrer que

Pour i = n, ceci est clair car E"(t) = ¢(t) = hi(wj,). Supposons maintenant que
i < n. Le champ Y(t) = h.(twy,) = exp,.(tw),) satisfait la proposition 8.6 avec
w = w'. En écrivant Y (t) = X}_, y;(t) E’(t), nous obtenons pour j =1,...,n
/yj (t) =0,
y;(0) =0, 5;(0) = d;.

Dot Y (t) = t E*(t). Puisque Y (t) = th.(w},), ceci prouve que h.(w},) = E'(t). Le
théoreme 9.12 est ainsi démontré. O
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Chapitre 10 Le théoreme de Gauss-Bonnet

Le théoréme de Gauss-Bonnet

Une propriété remarquable de la courbure de Gauss K, d'une variété riemannienne M
de dimension deux est son rapport avec la somme des angles intérieurs d’un triangle
géodésique.

10.1 Théoreme. Pour tout triangle géodésique T d’angles intérieurs o, 5,y on a

!/K:a+ﬁ+’y—7r.

Nous allons démontrer ce théoreme dans le cas particulier ou T se trouve dans une
boule normale autour d’une de ses sommets, par exemple le sommet p. Pour une
démonstration du cas général, nous renvoyons a la littérature. Notons également que
nous n’avons pas défini la notion d’intégrale sur une variété. Mais comme nous allons
nous nous restreignions ici au domaine d’une carte, nous pouvons définir une intégrale
locale; il n’est pas difficile ensuite de vérifier que la définition ne dépend pas d’un
changement de coordonnées.

Nous supposons que la situation est la suivante. U = B;(M ) est une boule normale,
a:[0,1] — U est un arc de géodésique reliant les points a(0) = ¢ et a(1l) = r. Pour
tout s € [0,1] on a larc géodésique ¢ : [0,1] — U uniquement déterminé allant de
¢s(0) = p a ¢s(1) = a(s). Le triangle T est I'ensemble des points

T={cs(t) | 0 <s,t <1}
Un tel domaine s’appelle un triangle géodésique.
Nous démontrons d’abord une version infinitésimale du théoreme 10.1 (voir (10.3)).
La preuve est basée sur le fait que l'application f : [0,1] x [0,1] — U donnée par

f(s,t) = cs(t) est une variation géodésique. Les champs de vecteurs T = T'(s,1) et
S = S(s,t) sont définis comme ci-dessus. Nous introduisons encore le vecteur 7" (s, t)
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orthogonal a T'(s,t) ayant la méme longueur que 7'(s,t) est situé du méme coté de
T(s,t) que S (voir la figure).

ATH

F(s,1) e, > T

FIGurE 10.1. Le vecteur orthogonal

Pour ce vecteur on a
9(8,T") = (9(S, 9)g(T, T) — g°(S,T))""*.

Si nous déplagons parallelement le vecteur T (s,0) le long de ¢s nous obtenons un
champ différentiable ¢ — T"(s,t) avec chaque T'(s,t) orthogonal a T'(s,t) et ayant la
méme longueur. Puisque M est de dimension 2, ceci est seulement possible si T"(s, t) =
T". Donc, non seulement 7" mais aussi T est parallele le long de ¢, :

DyT" = 0.

Afin de formuler la version infinitésimale du théoreme 10.1 nous introduisons une fonc-
tion s — wy(s) qui mesure le taux de rotation de T le long de la courbe s — cf(s).
Pour ceci nous prenons deux champs paralleles auxiliaires s — E'(s), E?(s), formant
en chaque point ¢'(s) une base orthonormée ayant la méme orientation que la base
T(s,t), T"(s,t) . Relativement a ce champ de bases le long de ¢!, T s’écrit sous la
forme

T(s,t) = p(s) (cos gi(s)E"(s) + singy(s) E*(s))

Ici p(s) = ||T'(s, )] est la longueur de T'(s,t) qui ne dépend que de s (car DrT(s,t) =
0), et ¢:(s) est I'angle entre E'(s) et T'(s,t). Le taux de rotation, par définition, est la
variation de cet angle :

(10.2) wi(s) € CZ%(S)-

Notons que w;(s) ne dépend pas du choix de la direction de E*(0). La dérivée suivant
S devient

DsT = ’;/T T un(s)p(s) (= sin pi(s) EX(5) + cos pu(s) E2(s)
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FIGURE 10.2. Taux de rotation de T°

ou p = %. Par conséquent,
_r A
DsT = =T + w(s)T".
P

En utilisant que DyT = 0, DyT" = 0 et que p ne dépend pas de ¢, nous trouvons (voir
(8.5)),

—R(S,T)T = DrDsT = aatwt(s)TA.

Sachant que g(R(S,T)T,S) = K(g(S,S)g(T,T) — ¢*(S,T)) = Kg*(S,T") nous obte-
nons la version infinitésimale du théoreme 10.1 que nous cherchions :

(10.3) —Kg(S,T") = aatwt(s).

En intégrant sur ¢, nous obtenons

_ Al Kg(S, T")dt = wy(s) — wo(s),

et en intégrant sur s, selon la définition de wy(s),

1,1
— [ Kg(S.T")dsdt = ¢1(1) = £1(0) = (1) + 20(0).

Il ne reste qu’a interpréter les termes. La courbe ¢! coincide avec le coté a du triangle,

opposé au sommet p d’angle . En prenant le champ de vecteurs auxiliaire E! le long

de a tel que E' et —S ont la méme direction, on obtient ¢1(1) =7 — v et 1(0) = .
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FIiGURE 10.3.

Pour ¢ = 0 nous avons la courbe constante c'(s) = p. Ici le champ E' est constant et
@o(1) = ¢0(0) = a.

Quant a Uintégrale, 'application s,t — f(s,t) avec 0 < s,t < 1 est un paramétrage
réguliere de l'intérieur du triangle J. Les composantes du tenseur métrique g pour ce
paramétrage sont

911:!](5;5)7 912:g<S7T)7 922:g(T7T>7

et on a (det(g;;))"? = g(S, T"). Done, d’apreés la définition de I'intégrale d’une fonction

sur une surface,
1,1
// Kg(S,T/\)dsdt://K.
0.Jo
T

Le théoréme 10.1 est maintenant démontré dans le cas ou T est contenu dans une boule
normale O

Forme globale du théoreme de Gauss-Bonnet
Nous donnons encore une application du théoreme précédant a la topologie d’une sur-
face.

Soit M une variété riemannienne compacte (sans bord) de dimension 2. Il n’est pas
difficile de voir que M admet des triangulations tel que chaque triangle est un triangle
géodésique. On parle alors d'une triangulation géodésique.

Pour une telle triangulation, nous notons ng, ny, ny le nombre de sommets, d’arétes et
de triangles. La caractéristique x de la triangulation est, par définition le nombre

X = Ny — Ny + No.
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FiGURE 10.4. Triangulation géodésique

Un théoreme de topologie dit que toutes les triangulations de M ont la méme ca-
ractéristique. Cette caractéristique commune est notée par x(M). Elle est liée a la
courbure de Gauss de M via le théoreme suivant.

10.4 Théoreme (Gauss-Bonnet).

// K = 2mx(M).

Preuve. Soit une triangulation géodésique de M et soient Ny, Ny, Ny les ensembles de
sommets, arétes et triangles. Chaque triangle 7 € N, a trois angles intérieurs o, 5,, V-
et I'intégrale de K sur la surface de 7 est égale a o, + B, + 7, — 7.

En prenant la somme sur tous les triangles nous obtenons

//K= > (ar + 8+ — )

TEN>

=27 Ng — TN,
car la somme des angles se trouvant en un méme sommet est toujours égale a 27. Or

pour une triangulation, on a 2n, = 2ny et x = ng — %ng +ny = ng — %ng, d’ou le
théoreme. m
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