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DEFINITION 3.1. Soit@un groupe e@un G-ensemble. X est un espace principal
homogene sous l’action de G si

— (1) G agit transitivement sur X: pour tout x € X, X = G.x.
~~ (2) Pour tout x € X, le stabilizateur G, est trivial.
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PROPOSITION 3.3 (Relation de Chasles). Pour touKP,\Q,{i €X ona
PR = PQ + QR.
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ProproOsITION 3.4. Soitn > 1, Py,---P, € X, n points et u1,--- ,un € k, n scalaires

tels que Mg, N~
—b i = O.
2= T

Alors etant donne Py € X le vecteur
Vo~ —\

wi(P—P) =S PP eV

ne depend pas du choix de Py. On notera ce vecteur
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PROPOSITION 3.5. Soient X un espace affine, n > 1, (Py,--- ,P,) C X" un n-uple de
points et (A1, -+, An) € kK™ un n-uple de scalaires vemﬁant

~ n

SN =1

Soit Py € X un point de X alors le vecteu(\zi-);ili =3 NP+ ( Po est bien
defini et le point translate (
@ O AP —R)eX
\ i=1 )

ne depend pas du choiz de Po On Uappelle le barycentre (algebrique) des points (Pl, - Py)

par rapport auzx poids (A1, -+, A\p) et on le note .
BaT(Plv"' 7Pn§)\17"' 7)‘1’1,)-

Si tous les poids sont egaux (\; = --- = X\, de sorte que Y ; \i = n.\1 = 1) on note ce

barycentre
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DEFINITION 3.1. Soit X un espace affine de dimension d et de direction V' ; un d+1-uplet
de points - ~-

- Po,?,~ Py X

est en position generale si les vecteurs
=~ o o
PoPr,---  PBoPgeV

formﬁtme base de V. On dira que (Py,--- , P;) forme une base affine de X.
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DEFINITION-PROPOSITION 3.1. Soient X un espace affine de dimension d et
S— [~
Py, -, PjeX

en position generale. Pour tout point P € X 1l existe un unique d + 1-uplet
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Aoy, Ag) € k4T
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& P = Bar(Po,---, Pi; o, » Ada)- )

Le d + 1-uplet (Ao, - ,Aq) sont les cooraommees—varycentriques de P dans la base affine
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DEFINITION 3.5. Un sous-espace affineY C X est un sous-ensemble de X obtenu comme
Z’MS barycentres possibles de n+1 points de X Py, -+ , P, € X pourn >0

un entier:

Y ={Bar(Py, -, Pu: A, 3 An)s Al s An €k, M+ 4 Ay =1}

On dira alors que Y est le sous-espace affine engendre par Py, --- , P, ou encore passant
pCLT’PO,"' 7Pn-



1.3. Morphismes d’espaces affines.

DEFINITION 3.2. Soient X et Y deuz espaces affines (de directions V et W). Une ap-
plication@ X — Y est dite a@ne si elle preserve les barycentres: pour tout (Py,--- , P,) C

X™ et tout (A1, , ) € k™ verifiant —_—

zfj ;Aiﬂj \

on a — —

@BCLT(PI,"' aP’n;Ala'“ 7>\n)) :BCLT((,D(Pl),"' 790(Pn)7>\1a 7)‘n)
————

On en deduit immediatement la

PROPOSITION 3.6. La composee de deux applications affines est affine; la reciproque
d’une application affine bijective est affine.
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THEOREME 3.1. Soit X,Y deux espace affines (de directions V' et W ). Une application
w: X =Y est affine si et seulement si pour Py € X Uapplication definie par
et

w
"‘"L. = wo(V) = (B ¢ 0) — (1)

est lineatre. Dans ce dermer cas applicatibn Lo ne depend pas du choix du point Py. On
e "
lappelle la partie lineaire de . On a la formule suivante:

VP e X, 0V, p(P+7) = ¢(P)+ ¢o(v).
e ad
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COROLLAIRE 3.1. Soit V un k-espace vectoriel et o un endomorphisme affine de V sur
V alors ¢ de decompose de maniere unique sous la forme
L )

¥ = tgo(O) © @0
ou o est la partie lineaire
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ProPOSITION 3.7 (Composition d’applications affines). Soit X,Y, Z des espaces affines

et op: X =Y ety :Y — Z des applications affines alors o : X — Z est affine et sa
partie [ineaire est -~ p— —

l (¥ o p)o =10 0 ¢o
— Supposons que ¢ : X — 'Y est bijective alors sa reciproque o1 est affine et (p~1)g =
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COROLLAIRE 3.2. L’application ”partie lineaire” lin : ¢ € AGL(X) — ¢o € GL(V) est

un morphisme de groupe de noyau le groupe des translations T (V). En particulier T'(V') est
distingue dans A GL(X).



COROLLAIRE 3.3. Soit ¢ : X — Y wune application affine.

— Son image Y' = Im ¢ est un sous-espace affine de Y sous 'action de W' = Im .
— Pour tout y € Y, la preimage

e ({yh) ={z € X, p(z) =y}
est soit I'ensemble vide (siy € Y ) ou un sous-espace affine de X sous l’action de

ker(go).
— On a la relation

dim X = dim V' = dim(ker ) + dim(Im ¢).

— Plus generalement, l’image et la preimage d’un sous-espace affine de X (resp. Y)
est un sous espace affine (eventuellement [’ensemble vide pour la preimage).






COROLLAIRE 3.4. Une application affine ¢ : X — Y est injective si et seulement si g
Uest (c.a.d ker pg = {0y }).

—~Une application affine ¢ : X — 'Y est surjective si et seulement si g [’est.

—Une application affine o : X =Y est surjective si et seulement si dimIm e = dimY

—~Une application affine p : X — Y est un isomorphisme affine si et seulement si g est
bijective.
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DEFINITION 3.7. La longueur euclidienne d’un vecteur @ = (x1,--- ,z,) est donnee par
Il = ll(@1, - @a)|l = (2F + -+ 22) 2.
La distance euclidienne dans ’espace affine R™ est la fonction
d(-,-) :R" x R" = Ry
donnee pour P = (x1,--- ,x,) et Q = (z,--+ ,a}) par
d(P,Q) = (w1 —21)” + - + (wn — 7)) /* = | PQ).



THEOREME 3.2. La fonction longueur (resp. distance) a les proprietes suivantes
— Separation des points: pour tout © € R", P,QQ € R", A e R

|i]| =0<=u=0, d(P,Q) =0« P =Q.
— Inegalite du triangle:
[+ || < [[a]] + [|9]], d(P,R) < d(P,Q)+d(Q, R)

avec egalite si et seulement si P,Q, R sont alignes (cad Pz) et PR sont Propor-
tionels) et que @ est "entre” P et R (ie contenu dans le segment

[P,R|={Q=AXP+ (1 —-\).R, A€]0,1]}).
— Homogeneite:
[Ad]| = [All|d]], d(A-P,A.Q) = |Ald(P,Q)

avec \.P = (A\.xy, -+ ,\.x,) l'image de P par I’homothetie de centre O et de rapport
A Az, xn) = (Ax, Ay, Az).



P\‘bt)wl:lﬁ Scw?a‘wb

(T

vo\% ck,\u\



(d,

<

@+ 7)) = |[@l* + ||19]* £ 2(@, )
— 1 — — — —
¥) = 5l + 1191 — 1 — 1|1

I L
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PROPOSITION 3.8 (Inegalite de Cauchy-Schwarz). On a
(@, §)] <[] || 7]
avec egalite si et seulement si U et U sont proportionels: © = 0 et alors © = 0.7 ou bien
U= .

avec \ € R.
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DEFINITION 3.9. Deuz vecteurs @, 7 € R™ tels que (u,v) = 0, sont dit 4 et U sont
orthogonaux ou perpendiculaires

PROPOSITION 3.9. Soient ey, -+ , e, € R™ m vecteurs non-nuls deux a deux perpendic-
ulaires alors (e1,--- ,en) est libre et en particulier m < n. Si m = n ces vecteurs forment
une base.

DEFINITION 3.10. Une telle base est dite orthogonale. Si de plus les vecteurs sont tous
de longueur 1 (unitaires) on dit que la base est orthonormee.

Prave :






2.2.1. Le procede de Gramm-Schmidt.

PROPOSITION 3.10. Soit {uy,--- ,u,} une base de R™, il existe une base orthonormee
{e1, - ,en} telle que

Re; = Ruy, Re; + Rey = Ruy + Radg, - - - ,Re1+---+Ren:Rﬁl+---+Rﬁn:R”.



DEFINITION 3.11. Une application ¢ : R™ — R™ est une isometrie si elle preserve la
distance euclidienne:

VP, Q € R, d(¢(P),»(Q)) = d(P, Q).
- On note

Isom(R") = {p : R" — R" telles que YP,Q € R", d(p(P),p(Q)) =d(P,Q)}

l’ensemble des isometries.
— On note egalement

Isom(R")p = {p € Isom(R", ¢(0) =0)},

le sous-ensemble des isometries qui fizent le vecteur nul 0.

— A a m



THEOREME 3.3. Une isometrie est une transformation affine (une application affine
bijective). Ainsi les ensembles Isom(R™), T(R™) et Isom(R™)q sont des sous-groupes du
groupe des transformations affines AGL(R™). Le groupe Isom(R™)q est un sous-groupe
du groupe GL(R™) des applications lineaires inversibles de R™. Le sous-groupe T(R™) est
distingue dans Isom(R"™) et Isom(R"™) est engendre par ses deur sous-groupes,

Isom(R"™) = T(R") o Isom(R")p.
Toute isometrie ¢ se decompose de maniere unique sous la forme
o =towpy, t=tyeo) € T(R"), po="1_40) 0 p € Isom(R")g

ou o est la partie lineaire de .



THEOREME 3.4. Les isometries fizant l'origine O sont des applications lineaires sur R™:
si o € Isom(R™)g on a pour tout € = (z1, -+ ,xy,), U= (2],--- ,2],) et A€R

p(Xi +7) = Ap(d) + ().
Ce sont des applications bijectives: Isom(R™)g C GL(R™).
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PROPOSITION 3.11. Soit ¢ € Isom(R™)q, alors ¢ preserve la longueur des vecteurs ainsi
que leur produit scalaire:

Vo, @ e R™, (@) = [|7]], (¢(0), p(w)) = (0, @)






COROLLAIRE 3.5. L’application
Isom(R") ~— Isom(R")g
oy — ©0

qui a une isometrie associe sa partie lineaire est un morphisme de groupes dont le noyau
est le groupe (distingue) des translations T'(R™)

lin : ‘0



THEOREME 3.5. Soit ¢ : R™ — R™ une application lineaire. Alors ¢ est une isometrie
sst l'un des conditions suivantes est satisfaite:
(1) Vi, v € R", (p(u), p(0)) = (4, V).
(2) Vi e R", [lp(@)] = [|7].
(3) ¢ est inversible et Vi, v € R", (¢(), V) = (i, o1 (7)).
(4) ¢ transforme la base canonique (€?);<, en une base orthonormee (¢(€?))i<n-
(5) ¢ transforme toute base orthonormee (€;)i<n en une base orthonormee (p(€;))i<n-



