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4.4. Proprietes spectrales des isometries.

PROPOSITION 3.15. Soit ¢ une isometrie sur R"™ alors toute valeur propre reelle si elle

existe vaut +1. /\
Q'\vw\vt—-

PROPOSITION 3.16. Supposons n impair et soit p une isometrie lineaire alors ¢ possede
une valeur propres reelle et un vecteur propre de longueur 1: il existe e € R™ tel que |le]| = 1
et A= =+1 avec

p(e) = \.e.

De plus si ¢ est speciale det M, = +1 alors +1 est valeur propre.



4.5. Reduction des isometries.

THEOREME 3.9. Soit ¢ € Isom(R")g une isometrie lineaire et W C R™ un sous-espace
qui est stable par p:
p(W) cW.
Soit
W+ = {@ € R, Vit € W, (@,0') = 0}

Uorthogonal de W alors W est un SEV stable par ¢ et on a une decomposition en somme
speciale (orthogonale)

R"'=W e W
Soit B = (W1, , W, W), - , W) un base orthonormee formee d’une BO de W et de W+
alors la matrice de ¢ dans cette base est une matrice blocs
~
»,B 0 Myp. |
N W

ou
MS‘)vBW e OT(R)’ MQD,BWJ_ 6 OTI(R)
sont des matrices orthogonales. En particulier on a



THEOREME 3.10. Soit n > 1 un entier impair et ¢ € Isom(R™)g une isometrie lineaire;
il existe une base orthonormee que l’on peut supposer orientee B = (e1,e2, -+ ,e,) telle que

M, 5 est de la forme

M, = (:Bl Mg_l) € 0,(R) avec My,—1 € O,—1(R)

la matrice d’une isometrie. On a

det(M,5) = (1) det(Mp_).

S, Ak -4 Jes 0()5 x4 = 4|
4 M, e 80,,(R)



D c,p({a.u:m enls / awti »D\I—PQ"&U— W‘\'%

DEFINITION 3.17. L’ensemble des isometries
Isom(R™)" = {p € Isom(R™), ¢y € Isom(R™){} = {p € Isom(R"), det(po) = +1}
dont la partie lineaire est une speciale est s’appelle groupe des deplacements affines; son

complementaire dans Isom(R") est [’ensemble des anti-deplacements affines

Isom(R")™ = {p € Isom(R"), ¢o € Isom(R")y} = {¢ € Isom(R"), det(pp) = —1}.

THEOREME 3.11. L ’ensemble des deplacements affines Isom(R™)t forme un sous-groupe
distingue de Isom(R™) d’indice 2; l’ensemble des anti-deplacements est la seconde des deux
orbites pour laction de Isom(R™)" sur Isom(R™) par multiplication: on a pour tout s €
Isom(R™)~

Isom(R™)™ = 5. Isom(R")* = Isom(R")".s

et
Isom(R") = Isom(R™) " UIsom(R")™ = Isom(R")"Us. Isom(R")* = Isom(R") " UIsom(R")™.s
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THEOREME 3.11 (Decomposition des isometries affines). Soit ¢ € Isom(R") une isome-
trie affine de partie lineaire ¢y € Isom(R™)g. L’isometrie ¢ se decompose de maniere unique
sous la forme /—\
o =tyo ¢ avec @ =tgzo g
avec v € ker(po — Id) et '€ Im(pg —1Id). On a les proprietes suivantes
(1) Les sous espaces ker(ypo —1Id) et Im(po—1d) sont perpendiculaires et en particulier
supplementaires.
gd’],\” (2) ¢’ commute avec ty:
“‘*-\/ tyo ' = ¢ oty,
!?§& (3) L’ensemble des points fizes de @' est non-vide et un espace affine de direction
Sra

ker(pg — Id): plus precisement soit Z' tel que

—

W= () — 7
? x alors
N Fix(') = {z € RS, /(x) = 2} = —7+ ker(po — Id).
" (4) 'L’isometrie @ admet des points fizes si et seulement si ¥ = 0 c’est a dire si et
seulement si @ = ¢'.
v 36
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COROLLAIRE 3.7. Soit ¢ € Isom(R3)g une isometrie lineaire; il eviste une base or-
thonormee B = (e1, ey, e3) telle que M, s est de la forme

+1 0 b
M,p = (() Mz) € O3(R) avec My = (CCL d) € O2(R)

une matrice orthogonale. Si de plus My € O9(R)™ est une matrice de symetrie alors (quitte
a modifier (ez2,e3)), on peut supposer que *) O O

10 \"‘ - O
M=o 5. L
’ 00O
Si enfin p € ISOIn(IR?’)ar est speciale, on peut prendre la matrice M, g de la forme

1 00
M,p=[0 a b] €SO3(R) avec My = (i Z) € SO2(R)
0 c d

une matrice de rotation.
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THEOREME 4.2. Soit G C Isom(R3)* un groupe fini d’isometries speciales, alors en tant

que groupe abstrait G est isomorphe a l'un des groupes suivant:

(1) Un groupe cyclique.

(2) Un groupe dihedral.

(3) Le groupe alterne alterne Ay (d’ordre 12.)

(4) Le groupe symetrique &4 (d’ordre 24.)

(5) Le groupe alterne 25 (d’ordre 60.)
et chacun des groupes ci-dessus peut-etre realise comme groupe fini d’isometries lineaires

speciales de R3. Par ailleurs tout groupe fini d’isometries speciales est conjugue a lun de
ces groupes par une isometrie speciale.



DEFINITION 4.1. Soitn > 1 et &,, = Bij({1,--- ,n}) le groupe symetrique de n elements.
On rappelle que le groupe &, admet un morphisme (de groupe) a valeurs dans le groupe
multiplicatif {£1} (la "signature”) qui est non-trivial:

sign: 0 € G,, — {£1}.
Le noyau de sign est appelle groupe alterne et est note A, :
2, = ker(sign) = {0 € &,,, sign(o) = det(¢,) = +1}.
Comme sign est non-trivial, c’est un morphisme surjectif et on a
Sn/U, ~ {£1};
ainsi U, est d’indice 2 dans &, ou de maniere equivalente d’ordre n!/2. \ G‘\
n |
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(1) SiG est cyclique d’ordren > 3 alors G est realisable comme le groupe des isometries
speciales preservant un cone polyhedral convere a n + 1 sommets dont la base
est un polygone requlier a n sommets et dont le dernier sommet est sur [’axe
perpendiculaire au plan du polygone et passant par son centre. Sin = 3, on
supposeque les aretes ne sont pas toutes de meme longueur: ie. que ce cone n’est
PAS un tetraedre regulier.




(2) Si G est dihedral d’ordre 2n > 6 alors G est le groupe des isometries speciales d’un
double-cone obtenu comme la reunion d’un cone de base un polygone requlier a n
cotes comme ci-dessus et de son symetrique par rapport au plan de la base du cone.
Sin =4, on suppose, de plus, que les aretes ne sont pas toutes de meme longueur:
ie. que ce double cone n’est PAS un octahedre requlier.

)6



(3) Si G est isomorphe au groupe alterne Ay alors G est le groupe des isometries
speciales d’un tetraedre requlier.

o
A\

G 16k
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(4) Si G est isomorphe au groupe symetrique &4 alors G est le groupe des isometries
speciales d’un cube (ainsi que d’un octaedre regulier).

VAN
R

3 1% 6 6 12§




(5) Si G est isomorphe au groupe alterne Us alors g est le groupe des isometries spe-
ciales d’un dodecaedre regulier (et d’un Uicosaedre regulier).

Do &Lm\\gbwb Dwsk \\'0,/ ~ 0\})’ g
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