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10.1. Soit M une variété de dimension n et ω ∈ Ω1(M).

• Montrer que pour tout p ∈M il existe f ∈ C∞(M) telle que ωp = dpf . (Noter que ceci est
une égalité seulement pour le covecteur en un point.)

• On dit que ω est exacte si ω = df pour une fonction f ∈ C∞(M). Supposer que ω est exacte
et montrer que dans un systeme de coordonnées (U, (x1, ..., xn)), ω = ωidx

i satisfait

∂ωi
∂xj

=
∂ωj
∂xi

.

• Utiliser le point précédent pour trouver une forme qui n’est pas exacte. (Ici, la topologie de
M est importante, réfléchir à R2\{0}.)

10.2. Soit V un espace vectoriel. Montrer que l’ensemble des 2−tenseurs covariants sur V est en
bijection avec les matrices n× n. Montrer ensuite que l’application déterminant vue comme une
fonction sur les matrices n × n est un n−tenseur covariant sur Rn dont les entrées sont les n
rangs de la matrice.

10.3. Montrer qu’un tenseur T ∈ ⊗kV est alterné si et seulement si on peut l’écrire sous la forme:

T =
∑

1≤i1,...,ik≤n
Ti1...ikε

i1 ⊗ ...⊗ εik

tel que Ti1...ik = sgn(σ)Tσ(i1)...σ(ik) pour tout σ ∈ Sk. On rappelle Sk est l’enssemble des permu-
tations de {1, ..., k} que sgn(σ) est la signature d’une permtation σ.

10.4. Démontrer la formule du déterminant:

εI(X1, ...Xk) = det
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10.5. Montrer que les
{εI |I = (i1, ...ik), 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n}

forme une base de ΛkV ?.


