EPFL - Automne 2020 Y. Lodha, G. Buro
Smooth Manifolds Série
série 11 24 novembre 2020

11.1. Soient (w,y,z) les coordonées standart de R? et (v,w) les coordonnées standart de R2. Soit
é(x,y,2) = (z+ z,2y). On définit a = e¥dv + vdw et 8 = vdv A dw des formes sur R?. Calculer

e a A B =0 car c’est une 3-forme sur une variété de dimension 2.

e Icionav=xz+4+z2et w=uzxy, donc dv = dx +dz et dw = ydz + xzdy. On peut donc calculer
¢ a = edvt(z+z)dw = eVdr+e™Vdz+(x+z)yde+(x+z)rdy = (e +y(z+2))de+(x+2)rdy+e™dz.
e De méme qu’au dessus:
¢*B = (x+z)(dx +dz) A\ (ydz + zdy) = z(x+ z)dx Ndy +y(x + z)dz Ndx + z(x + z)dz A dy.
e De maniére similaire on trouve
P*a A ¢*B = 2x(y(z + 2)? — €™ (x + 2))dz A dy A dz.

11.2. Calculer la différentielle exterieure des formes suivantes:

e Sur R?\{0}, § = 24y—vdz

x2+y2
e Sur R3, ¢ = cos(x)dy A dz.
d(cos(x)dy N dz = —sin(x)dy A dz A dz = sin(x)dx A dy A dz.
e Sur R?, w = Adx + Bdy + Cdz.

0A 0B 0A  OC oB oC
dw = (8—y - %)dx/\dy—i— (a - %)dw/\dz—i—(% - 8—y)dy/\dz.

11.3. Montrer que pour F : M — N une fonction lisse et w € Q¥(N) et v € Q/(N), on a
o F*(wAv)=F*wAF*v

e Dans n’importe quel systéme de coordonées, on a

F*(> widy") =Y (wio F)d(y™ o F) A .. Ad(y™* o F).
I I

11.4. Comme toute 1-forme peut étre exprimée localement comme une somme de udv ol u, v sont des
fonctions lisses, il suffit de montrer le résultat pour w = udv et X,Y deux champs de vecteurs
lisses. Alors

d(udv)(X,Y) =duNdv(X,Y) = du(X)dv(Y) — dv(X)du(Y) = XuYv — XvYu

et
X(udvY) =Y (udvX) —udv([X,Y]) = X(uYv) = Y(uXv) —u[X,Y]v
= (XuYv+uXYv) — (YuXv+uY Xv) —u(XYv—-YXv) = XuYv— XvYu.

Ce qui prouve le résultat.



