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Géométrie Riemannienne Exercices
Série 2 2 Mars 2021
2.1. (a) Comment expliqueriez-vous & un étudiant de 2éme année la différence entre les notions de

2.2.

2.3.

2.4.

notions de dérivée partielle et de dérivée totale (disons pour une fonction de deux variables
w(s,t)) ?
(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que %’ = %—12’.

(c) Expliquer le lien avec la preuve des équations d’Euler-Lagrange.

Soit (M, g) une variété Riemannienne et v : [a,b] — M un chemin de classe C'. On définit

b
(y) = / ||15(t)]|dt la longueur de v et
1 b
E(y) = 2/ ||5(2)]2dt I'énergie de v .

(a) Montrer que la longueur est invariante par reparamétrisation.
(b) Est-ce que I’énergie est invariante par reparamétrisation?
(c) Démontrer I'inégalité
2
()" <2(b—a) E() -

Montrer aussi que 1’égalité a lieu si et seulement si v est parcourue a vitesse constante.

Soit (M, g) une variété riemannienne et 6 € Q' (M) une 1-forme sur M. On note alors 6* € T'(M)
le champ de vecteurs défini par

g(0*, X) =0(X), VX eD(M).

a) Montrer que 6% est bien défini.

b) Exprimer 0" en coordonnées locales pour la forme 6 = a;da’ (relativement a la métrique
gijdz'dx?).

¢) Le gradient d’une fonction f € C'(M) est le champ de vecteurs grad(f) = dff. Donner une
expression du gradient de f en coordoonées locales (relativement & la métrique g;;dz'dz?).

d) Calculer le gradient d’une fonction f sur R? (avec la métrique euclidienne) en coordoonées
cartésiennes (z,y), puis en coordoonées polaires.

Considérer H" := {z € R™™ : —af + 2% + ... + 22 = —1 et 29 > 0} C R™" muni de la métrique
h = —dz? + dz? + ... + d22 (remarquer que h est bien une métrique Riemannienne sur H").
Ceci est appelé le modéle de I'hyperboloide de I'espace hyperbolique. Dans cet exercice, nous
allons trouver d’autres modéles de I’espace hyperbolique et exhiber les isométries entre ces mod-
éles.

Tout au long des séries d’exercices, nous allons étudier cet espace, car il est un bel exemple de
géométrie Riemannienne muni d’une trés riche structure et un exemple de géométrie dans laque-
lle, par un point exterieur & une droite passe une infinité de paralléles.

(a) Considérer D" := {w € R"™ : 2p =0 et [z| < 1} ou |.| est la norme Euclidienne.
Trouver un difféomorphisme entre D™ et H", puis rappeler la métrique h sur D™ pour en
faire un autre modele de la géométrie hyperbolique.



(b) Faire de méme entre H" := {x € R" : x,, > 0} et D".

(c) En dimension 2, dans le modéle H?, calculer I’aire de la région A = {(:1:, yYWeH?: 1<z <ab< y}
pour la métrique hyperbolique.

2.5. Nous allons étudier la carte de Mercator.

Mercartor est un géographe Flamand qui présenta sa carte de la Terre en 1569 (Wikipédia,
08.03.2018). Cette carte est devenue la plus utilisée dans le monde, sans toutefois étre exacte,
car la taille des pays est d’autant plus grande que ’on s’approche des poles. L’avantage de cette
carte est qu’elle préserve les angles et est donc trés utile pour les marins de ’époque, qui peuvent
se contenter de suivre une direction. Peu importe la longueur du trajet, pourvu qu’on arrive a
bon port.

L’idée de la carte de Mercator est de mettre la Terre dans une boite de conserve (un cylindre) et
de la projeter horizontalement contre les paroies de cette boite, puis de dérouler la boite en un
plan.

En ne faisant que ceci, nous obtenons une paramétrisation de la sphére qui n’est pas conforme.
Or nous voulons une paramétrisation qui conserve les angles, ceci permettra aux utilisateurs de
cette carte de se diriger en suivant des caps, sans se soucier du chemin le plus court. Il faut donc
encore modifier les coordonnées pour obtenir une paramétrisation conforme, et donc la carte de
Mercator.

(a) Soit une paramétrisation f : (0,27) x (0,7) — S? de la sphére S?, donnée par f(¢,60) =
(cos(¢) sin(f), sin(¢) sin(f), cos(#)). Calculer la métrique sur S? dans les coordonnées (¢, 9).

(b) Calculer le rappel de la métrique de la sphére sur le cylindre, via la projection "boite de
conserve" c’est a dire la projection en (¢, z).

(c) Modifier la paramétrisation de a) pour obtenir une paramétrisation conforme de S2.

(d) Ecrire I'équation des géodésiques pour S? munie de la métrique dans les coordonnées habituelles,
réfléchir a la forme des géodésiques sur la carte de Mercator puis regarder la page suivante.
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