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Semaine 3

chapes : Géodésiques et Connexions

§ si Equations d' Eder
- Lagrange

Motivation : On considère une fonctionnelle
sur l

'
"

espace des courbes
"

,

disons

Pas = la :[o.D-stllsq-a.ru =b)
la fonctionnelle est simplement une faction

5 : Pas →R
et on cherche des conditions permettant de
tracer le minimum

min 1re Pas }
On aimerait ue condition de type

8f = 0
,

d' =
"

variation
"



( cette condition devrait déterminer un
"point critique

"

de S
,
on dit aussi vie

"courbe extrémale
"

)

Définitions
① Un lagrangien sur une variété

différentiable M est ce fonction
différentiable (E)
f : TM → IR

à
TM = ¥ptn ( c'est une variété

diff de dimension
Zx drink) )

.

② On appelle variation d' une courbe

t :[ a ,
b)→ M une fonction

4 :( - e
,
e) Mais]→ M
§ ,
tt ts 944



telle que -9Gt ) = Htt V-te-a.bz
(on note saut KH) = qcs.tt On Y

pense come ve famille à un paraître
de courbes qui déforment T )
③ la variation il de test dite

à extrémités si

Hs , a) = Ka) ,
%

,
b) = Hb)

tfsetç est

4Gt)

④ L' action du lagrangien f sur
la courbe t :[a.bz → IR est définie
par b

Sgt = { ftxtttdt c- IR



⑤ La courbe test extrémale par
le lagrangien f si

¥! (a) = o
par toute variation tkt -1Gt)
de r à extrémité fixées .

Renate Il est commode d' écrire la
valeur du lagrangien f eu un

vecteur tangent vetp M pa .

ftp.v) (au lieu de fort )
Avec cette notation on écrira l' action

§ G) = Sabfloiittttdt



Théorème ( Equations d' Eden - Lagrange )

Soit f. TM →IR un lagrangien sur
la variété différentiable M et soit

Uc tt le domaine de coordonnées x '
,

- -

,
×
"

Alors la courbe t :[a ,↳→ U de

classe C
'

est extrémale par l' action

Sg s.si

¥ ¥ , = IL
⇒ s-r.ir

@ xi

à on a noté alt) = H
,
XYH )

et JAI = là ' HI
,

-

,
ÏCHKCVYH

,
VTHI

Ménage les physiciens notent savent ces

équation
d*¥µ.

= ¥E



Trey : Soit rsHKQB.tt =(x
'

(sms
. xts.tt

une variation à extrème fixées de t
On note

vies# = OË Cst ) .

Alors

¥ Seok ) = ¥ {flan , vlan ) dt
= !Y¥i +¥.

dt

Mais

{¥? a- =É¥fÏdt
= s!! de



on peut alors intégrer par parties :

"" [¥-¥?ÏË¥¥t
On a supposé que la variation est à
extrémités fixées ⇒ ¥ o sit = a

ce f- b

⇒

III. oËdt= - É¥¥iVËdt
Dae

¥ ¥ !¥i-¥¥ ou



Donc si les équations d '

E -L sont

vérifiées alors

¥¥Ad=o patatevariation à
extrémités fixes

Réciproquent : Si les équations d' E -L
sont vérifiées

,

alors t est un

extrémale de Sg en raison du
"

lemme fondamental du calcul des

variation " ( tenue de Dubois -Reymond)
Si h :[a. b)→ IR

"

est ue fonction continue
tt {(ÊhiltswiltDdt = °
par toute w :[a. b)→IR

"

,
continue



tq . vient = wi (b) = 0 [ ⇒ .

. -

,

u )

(on applique ce leurre à 4. =
os

et f. = #¥ -¥i )
#

§ 3. I. l Action classique d' un patriote
de masse m

Déf On appelle tag classique
d' une particule de masse m sur

une variété riemannienne (M , g) en

présence d' un potentiel u : Msk

est la faction f : TM → Il

ftp.r) = Ee -Hui - Up )



@Kvli-gplv.v ) ) .

l' action associée

est notée b

HH = {failli- ulrtttdt
à t :[a.bz → M est la trajectoire
de la particule .

On veut tracer les

trajectoire extrémale par L .

Ecrivons Eder- Lagrange :

flx.ir ) = Iz g.!# vivi - Ulx )

En = E- ( ginxtvi + qui vit

= m . giani



⇒

¥ ¥* Été g.µ vit

= m ¥ ftp.vitmgi.IE
= m ( latin Ëxi + g

µ
Ïi )

a xi

D' autre part

ffa = ¥ (Egis. rivi - ulx ) )
= Effie; xiii -E

dxt

Les équations d' Eder - log rage nos
donut :



E ïxï - ¥, -- ml? iiii
+ qµË)

Ou pet utilise la symétrie

%ïë=I ïxï
et réécrire E- L de la façon suivante :

" (Gip Ïittl? Gjptefgi µ-On %)ËÏ)
= - Open

( à f-%)
On introduit la notation :



tirs
,

= f- ( di Gmt of Gi
µ

- du Gi;)
= Symbole de Christoffel de
Lee espèce .

L' équation d' Eder - Lagrange s' èct :

m ( si it ti
,
:# Ëxi) = - qu

(tt µ = 1 ,

-

i.
n )

On multiplie cette équation par
les coefficients gk" de la matrice

inverse de gin ( ⇒ g
"
g.+
= ski )

⇒

m ( it Êg" t'ii.nktïïi) = - zg"¥.



Def les symboles de Chustoffds de
-
-

2
"

espèce :

ii. = g" ?
"
= Eg
"

ftp.at?9iieh9ii)
(on sonne sur µ )
les équation cherchées sont dae

m ( Htt a) ïx = - g"¥,
- -

Accélération covariante -gradient de u

masse × accélération covaùte =-gradient
du potentiel .

Déf T :[a.bz → Il est géodésique
si son accélération cqvaùate = 0 ,
c'est-à-dire



n

i
"
+ Zî? Iiii = 0
II -1

avec

Ë Ë
,

g
" (digit ? 9in - qisii )


