
Introduction aux Variétés Riemanniennes, 2 mars 2021 (semaine 2)

Rappels : Une métrique riemannienne de classe
-

C
"

sur une variété différentiable M est

la donnée par chaque pe M d' un produit
scolaire gp Ip MXTPM → IR ,

qui varie

de façon C
"

,
i.e. dans chaque

carte (U
, 9) de M on a que les fonctions

suivantes sont à :

M → Rtp
ts gijlp) = Gp (¥ , ¥ )

à ¥ ,
- . .

. ¥" sont les dérivées partielles

dans le système de coordonnées x '
,

-

,
×
"

associées à la carte ( U , 4)

¥ = #Choisit



Remarque Si on remplace la condition que

(gij ) est définie positive peu la condition

ptsgp est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée
su Tptl

Alors on dit qe g est vue métrique

semi - riemannienne
,
au pseudo - vietnamien
-

-

sur M
.

Par le thé de Sylvester de l'algèbre
-

-

linéaire
, on sait qu en chaque point ptn

il
y
a une base e.

.

. . -

,
en de Tpm tq .

g. le i. e) =p: : ?
.

.

0 si i # j

et 1k
,

m
-
K ) est la sie de

gp



Il n' est pas difficile de montrer qu la
signature ne dépend pas du point p
si M est courte

.

Def vue métrique LtE est un

métrique semi - riemannienne de signature
est fui , 1) (a parfois ( e , m -i ) )

.

En relativité générale
,

on modélise l' espace

ftp.?Isq; une variété lorentzienne ( de

On a vu la notion de rappel (pdt back ) d' ue

métrique Ceni ) - vietnamien g sur N

par l' immersion f : M→ N
,

noté

h-fkzhfxi.at#tgfXuXd--gg*Cdf.Hl,dfplXeD



puisque f est une immersion ,
i. e.

dfp : TPM →Tg N est injectée
Hp c- M

on a que
j'y est bien un métrique

(semi ) - riemannienne
.

(ftp. est non dégénéré )

71 Une application feckln
,
NI ente

deux variétés riemanniennes ( M
,
b)

,
( N

, g)
est une isométrie locale
-

si

h = ftg
et f est

• Un pitonnage si
,
de plus

f est un plongeur et
,
i. e. f est injectrice

et
f : M → f41 c N

est un homéomorphisme .



• f est une isog¥ si

f est une immersion isométrique et

un difféomorphisme .

(⇒ clim drinks)

- f : µ
,

b) → ( N
, g) est un application

conformé si il existe u : M→ IR
,
à

ta
he é

. f+9
" '

g. ( × .
.

= Ê"g*( dfpkt.dk
⇐

Il Xllp = êldf Il

longueur de courbes et distances :

Def Sat se → M une courbe

de classe E dans la variété riemannienne



µ
,g) ( ICIR un intervalle )
la loude t par g est

Un = Un = §Vg*fiHi dt

(à t' AI e Ia ,
M est le vecteur taget

associé à la dérivation X : ECM → R

X (f) = ¥ feras)=¥zfHt )c

La longueur est également bien définie par
les cubes de classe C

'

par morceaux .

La distance riemannienne entre p , q c- Il

est

dgCp.qI-_iuflllnfxTaD-sM.cartiuqcpavmorceaxettqr@I-P.tdK
9 f



parfois on abrège :

dglp , g) = inflllr) ) s :p rqf
RIME Si p , q

n'appartient pas à la

mêre composante convexe de M ⇒

dglp , g) = x

car if ¢ = + do (sup ¢ = - a)

trop Si M est ceuexe
,

alors dgl . ) est
vue métrique su M

.

De plus la topologie
induite par M coïncide avec la topologie
de variété de M

.

Remanges par la preuve .

-

① On a vu en exercice que dg est

une métrique .

Un point délicat est que



P # q ⇒ d'ftp.q) > o .

L' inégalité du triage
utilise le fait qu' on travaille axe des demis
Û
par morceaux

•
R

→PTT
.

p
,

② Pour un chemin t :[QD → Uc M a

U est le domaine d' un système de coordonnées

X ! .

.

.

Xm
,

on a

JHI = (XYH ,

-

.

, XYHI
"

lls # = {t.iq?oHtxitttxoi#dt
= { Îlrttskgdt



Par proue que la topologie induite pa dg
coïncide avec la topologie de variété su M

Pour cela a peut se restreindre au doucie

d' un conte qi.U-svo.IR
"

@ M) et
donc ne considérer que le cas d' un art

VCIR
"

.

Soit donc un art KIR
"

et un

métrage vietnamien su V. Quitte
à restreindre cet art ou peut supposer

qu' il existe G. Ce > a t
- q .

Kiffe Koen
-

à llvllg = V[gµ = Vgl
P p

= norme Riemannienne

et Il vite = V?l= none euclidienne .



Ceci iyh.ge qu part tout chemin Ck

par morceaux T : I → V on a

c. ldrlelgln eçlecai
à le = longueur euclidienne

.

Dae

Bdx . E) cbglx.cl ç Bdx ,

E- )
c.

Axe V et te > o
, suffisent petit

cela implique que dg et de incluent

la mêre topologie sur V
,
or la

topologie sur Vc TE induite par de
est la topologie usuelle de TE

#



Qudqesthe.ae#Thearee-Myeis-Steenrod ( 1939 )
Pour un bijection f :(M

, g) → IM
, g)

de classe C
?

les conditions suivantes

sont équivalentes :

(a) dglfm.fm/--dglp,q).V-p,qeM

(b) ftg = g (⇐ hdf Kg -1kHz )
lorsque c'est le cas on a ou isométrie

f : ¢ , g) → 47,9) et f :(M' dgts dg)
De plus
Isou ( M

, g) = ff : M → Mlf isoiètiesf
< Diff ( M)

est un groupe de lie de dimension

Ç tznlntt )



Renaux Dans certain cas en égalités :

Si M = S
"

,

là
,
HE
,

alors

clin (Isola)) = tznlntl )
.

(par ex .

Iso (5) = Olntt ) )

though f954 )
Toute variété rienuienu se plonge
isométriquement dans À ( avec d assez

grand)
.

( i.e
.

il existe f : M→À t.q.f.tt À
est un diffèo .

et

GÇX , x ) = ( dfp , dfpltD.pe . )



Théorie Tate variété différentiable M

admet une métrique vietnamienne
.

Peut On peut se donner un atlas de

M
.

A- =L lui
,
9) ! qui est localenet

fini
,

ceci implique qu' il existe une partition
de l' unité subordonné à A

,
i. e. une

collection

% e [( M
,
TU t.at .

c) Supply ;) =L petit 2. # of a Ui

2) o E 2,4 ) EI
,V-ic-I.V-pc-MDEL.lt= 1 K pe n

On se donne maintenant ve métrique



quelconque su Ui (par to i ) et
on note gi

Lpar exemple g. = (métrique euclidien )
""

itw = g. (¥ ,

= fav )

On définit alors une nètuqurienauuee

globale sur M pa. ( tp c-R
, Xitetpnl

gplXM-i-2.la?(Xir )
cette métrique est bien définie .

et est définie positive en tut p

#


