
Cours du 16 mars

§ 3.2 Connexions
Motivation A un champ de vecteurs X sur

la variété M on associe une dérivation de

ELM
× : élu) → EIN
f ts Xlftdflx )

(ç¥¥
,

dénuée de la fonction f en direction

¥ On aimerait maintenant définir la
dérivée d' un champ de vecteurs Y en



direction de X ( et mêre la dérivée de tout

champ de tenseurs )
.

Id On écrit en coordonnées E- Ëbi ¥;
et on pose n

X f) = [ Xlbit ¥
j'=L

Problème: ça ne mande pas .

,

cette formule n' a

pas de bon compotevert lorsqu'on change de

systèe de coordonnées
En fait : il n'

y a pas
de notion générale de

dérivation d' un champ de vecteurs en direction



d' un autre sur un variété différentiable gêéwk
.

Peu cette définition ou a besoin d' introduire

une statue supplétoire sur la variété :
c'est la notion de Cou .

¥ Soit M une variété Ca
,

on note

t (a) l' ensemble des clans de vecteurs C sur M
.

Un co su M ( au sens de Koszol )
la donnée d' ue application

V : l' (a) × l' (a) → t' (a)
X. Y ↳ TE



vérifiant les propriétés :

c) t est Elly _ linéaire en la pariée
variable :

Yanis t'Kafr + b

V-a.be Clr)
" T est R - linéaire a la seconde
variable :

[ (attire) - afin + btxt
V-a.be IR (des constantes )



3) Ou la règle :

Fx ( ft ) = f txt t Xlf) - Y

Terminologie Si T est une connexion sur M
et si X. te t' ( M )

,

alors E T' CMI
est la démente de Y en direction
de X fair la connexion f)

Fxpz explicite de txt en coordonnées

Soit x '
,
"

,
×
"

un systèe de coordonnées locales

sur un aut U alors on note



¥:( Exit - Ètii #
Définition : les à fonctions ti ! : Us IR
s' appellent les seinsf1 de tt
dans le système de coordonnées x

'

.

. .

.

x
"

ce sont donc les coefficients de la

Cone xian .

Problèe : calcule
. Et dans la base ¥,

lorsqu A- [ ai ¥ .

.
F- [ bjfj



Solution
pàq.

(bio;) = ai %.

( bio ;)

= ai foi ( bi ) of ± bi toi q )
= ai f1 - § t bi ti ! die)O xi

= ai LIÉ à + bit? Qe )
⇒

tai
÷!"Ët¥( ai % + a.bit! )à



= Ça #
""

↳ = faiblit tiàbi )
Rewa On a en fait :

U

X ( b") = [ aide
ici OXI

Ou peut donc aussi écrire :

Et -_ ( E Xlb" ) + ¥.at?aibi)fyk



Conséquences: ① la connexion F est déterminé

par la donnée des symboles de Christoffel
(dans tout système de coordonnées

,
ou dans

un atlas)
② txt est déterminé localement (car

la formule précédente est locale )

③ Plus précisément
, Txt est déteint

par f) la donnée de X en p

fi ) la donnée de Y le long d' une carte t
qui représente X en p .



( i. e. T :L- e
,
e)→ M

,
Hot =p , j = Xpet M

d" Xlbk) = ftp.obktrHD )
×

'¥pÛ%#Ü)
Ces données détermine

P ¥ (au point p )

Déficience Si T est une connexion sur M

on dit que

TIXH = tjr - EX - [ XD



est la tocade T
.

② test santorin aÜ si

tlxis-0.V-X.ie Mn )
Lénine f est symétrique s.si dans ton
système de coordonnées

,

on a t = ? ?
Trey vient de fait que [¥

, #D= 0
""

tlfzi.fi/--V-q.di-Tq?i--E( T ? - t? ) du #



Exercice la tonia définit un champ
de tenseurs de type (e , 2) .

En d'autres
termes

T : T xî → TIM
X. Y ↳ Et-EX - [xD

est élu) - bilinéaire X et Y
.

( Remagen Observa que THYS= -TU
,
x))



Théorème ( tenue fondamental de la gèorètùe
(semi - ) riemannienne) .

Soit (M
, g) une variété semi- riemannienne

Alors il existe un come xian uniqie tt

telle que
f) t est symétrique ( txt -EX -_ [XD )

testable arec g

Xlgfr, Z ) ) = glràr , -27+914 EZ )

Déf Cette condition s' appelle la connexion de Levi-Civita
( ou caution canonique ) de µ , g)



Prévue : On se donne un système de coordonnées
X
,

-
.

.
×
" et on pose toi Oj =P? Ok

la symétrie signifie
= %! ( V-i.ite-i.in .)

la compatibilité de T avec g
entraîne que

(Gite) = # 91¥ ,#)
=

gltqoi.de/+g(oi.foiQe)--t?g0m,QdttiIg(Q-.Qn)



i. e.

cas = a. + iii. a. lieder:)
de même

(b) of gite = TÎ guet IÏ gin
d) QEG = t'Ii 9mi t Tif gin

Maintenant on considère (a) + (b) - Ccp
(et on utilise que Taj = t'

a

et gais =ça)
alors on obtient

# / 29mg fi,
"

= (digne tdjgik-99.si )



( le terne de droite est aussi un
"

symbole
de Christoffel de l' espèce :

µ )
Maintenant on multiplie ¢) par le

coefficient glk et en faisant la

source sur K et en utilisait que

g? gu = % des"HgÏ)
Ou obtiet

#* , ti? - t 9% .

- Gmt? 9*-79
.;)



Cette formule prouve
l' unicité de la

connexion cherchée T car T est déterminé

par les f.Î et cette formule proue que
les î! sont déterminés par Cgi;) et (¥e)
Par l'existence

,
on définit Ti

,

"

par #* )
dans tout sgstèe de coordonnée .

On vérifie
que cela définit ce couexia et qu' elle vérifie
les condition ( i ) et ) , ie test symétrique
et compatible au

.

#



Définition Si z :I→M est une courbe Ê
et T est une connexion sur M

,

alors
l' accélération covariante par T de t est

ri
On a vu que ce champ de vecteurs le long
de r est bien défini

,
en coordonnées on a

JHI = ici
.

. .

.

ï ) si Htt -4kt , ; XYH )
⇒
à # = ? Ï#



Alors

tji = t.iq.

a;) = ÏO :( Iii ) di
+ ËIXÏO

Mois ÊÏO:( Ë ) = Ï
ici

⇒

tjs = Ëdjt T' ÏËOK

= Èliktt? si He
( accélération covariante en coordonnées)



en parhélie

t.si = 0 ⇐ tkt Ît! ËËO
Ii

µ te )
On retrouve l'équation des géodésiques

,

sas

une forme intrinsèque ( sans coordonnées)

Déf z :I→ M
.

@cube C
'

) est

géodésique si
f-jj = 0


