
§  3.4.   Transport Parallèle

Et Soit M une variété diff .

et une connexion

T
,
on suppose M est courte et p , qe M et soit

un chemin Et par morceaux t :[a.b) → M qui
relie

p à q .

On aimerait associer à ce chemin

Et f) un isomorphisme linéaire

Ti i Tp M → Tg M

l' idée sera de
"

transporter
" les vecteurs de TPM

vers Tq 17
,

le long de z
,

"parallèlement à eux

même ? la condition d' être "parallèle à soi-même
"

va être définie à partir de la connexion
.



sYppËÈÎ
"
De plus

,
si µ ,g) une variété

semi - riemannienne et tt est la connexion
de Levi-Civita alors on veut que

F : # M
, g.) → IgM , ga)

est une isométrie
.

Remets : En général le transport parallèle Tt
dépend du chemin

,

Si 2.
, je

retient p à q

t.pe#qq
Alors
(F)i. t" : TPM → TPM

est le transport parallèle le long de
* rit



On appelle cet eudowophsu T'€ End (Tp M )

¥ *E) l' hdç de z (par la connexion

Tate ces holonomie , engendrent un sas -groupe
de GL (Tp M ) = Art (Tp M) .

Le groupe
d' holonomie de ( M , F) en p .

Définition Si t :[a.b) → M un chemin c?
On appelle vécus le long de -2
est une fonction C

X :[a. b)→ TM



telle que Tok × à TIM → M est la projection
Canonge ( donc X.ee Ip, M ,

tt te [a. 5S )

Ou note Ts l' ensemble des champs de voter
le long det .

C'est un R- espace vectoriel .

Mieux

c'est un modèle sur l'algèbre ET[ab] )
.

Proposition l'opération de dérivée covariante est
bien définie sur Tr .

C'est-à-dire : si Yet
alors sa dérivée covariante

↳ Y = Et est bien définie .



(Rappelons qu' à priori T : tkt xt → T'
,
il

faudrait connaître le champ 7 su M globalement)

Prez Quitte à restreindre la courbe
,
on peut

supposer que Stab) est contenue dans le
domaine Uc M d' un système de coordonnées ×!

"

On note
z AI = ( x ' Ht

.

. -

,
X

"

At)
et Y

Ou calder

t
= Ê

,

bittez ; /
TE = Tj Y = Y a.)

( bi Dj )

= ? ii a- (bi) Oj t bi [ Ë ta %



⇒

Et = ? bi di t %
,
+

Àbit? du

¥ = § ( b
"

+ ¥ IÏË bi ) ¥
-

Remanges ① On a

jft) =
"

( iii.
,

à l
"

(on utilise ce
"

tue "

dans le calcul précédent
"

= ? ÏO .

@ X
'

Dae I ji ¥ :(bi ) signifie ¥ bilrh-D-b.tt)
② On peut réécrive

Et = ¥-4 ) + Ë TIGH ) Ïbi¥



Propriétés l' opération de dérivation covariante

T : tg → Trt

Vérifie
① VI (htt) = ¥ + Et

② Ellis = h . + adf.ir ( the Etais .at)

③ Si t est la connexion de Levi-Civita par vie
métrique g ,

alors on a

¥ 4*4 . Il ) = 9.* (¥ .

+ Gastrite )
ou poterie

¥+4 .

= ftp.t.ikh-LKEKS

PExercice



Définition : Un champ de vecteur X et est

dit parallèle (par la conation ) si

f- X ± o

Exemple : le drap de vitesse de T est je T'
y

est parallèle s.si VI. j = o ,

c'est - à dire que

test géodésique par T .

Théorie Soit Mure variété connexe
,
Ca
,
avec

une connexion tt et soit t :[qD→ y un

chemin c? Alors tt seTp M (p = tes ) il

existe un unique Xe Tf tel que



TTXEO et X. = SETPM
.

Notation On note qd ) (au PIB) ) le
Vector

Xze Ia
,
(a) de ce théorème

.

On l'appelle le transport parallèle des le

long de 8
9 XETTDETXHM

Remagen Par construction , le transport parallèle
associe à un vecteur Seto ,M un champ
devecteurs le long de se



donc on a pt : TPM → T'
y

.

lorsqu'on s' intéresse à l'extrémité q= du
chemin

,
on appelle aussi

"transport parallèle
"

l'application :

par TPM→Tqt
PrædoThèoà# On suppose d' abat que

Kto
,
D) c U = domaine dans M d' un système

de coordonnées ou note

Ht) = @YH ,

- - -

, XYH )
et S = [ si ¥ C- Tplttp M ,

@= tes)



On définit des factions C

de
,

-

: au :[QD → IR

par les conditions :

II = - ËIÏGHIIÏASÀÀI
⑦ { à est
le théorème d' existence et d'unicité des solutions
de systèmes d' EDO li nous garanti
l' existence et l' unicité des aittt Ate Egis)



Notons
×
+
= Êçàttt ¥ C- TU

qu' on regarde comme vecteur tangent en TAI

( Xt c- Ta # M ) .

Par construction ce

champ de voter appartient à Tr et

vérifie
* = Seth et VIE 0

Si t est une courbe générale ( pas contenue
dans un douée de coordonnées ) alors on

écrit t comme concaténation d' arcs



de cubes t
,
# - - * I avec chape ts

contenu dans un domaine de coordonnées
#

Arguent : On conduit le transport
parallèle p=p? T.ph-s Tz (f- Ko) )
de la façon suivante : Soit

Z
,

-
-
-

,
Zu e Tz n champs de vecteurs

qui sont linéairement indépendants Ht c- [QD
et C

.
On dit qe Http : -4kt ICI

#
M

est un répète le long de t



ËÆ¥q,
On définit n' fondions
di :[QD → IL par

E- 7- = ? dih-IZ.at
et on note

* = ( diff) )
Notas également

7- ( Zidi ) = È
,
PÎHIZHI

et on note

IA) = CIA) )



la coalition ff+17 f) = 0 s' èeut

f- Htt = Ë
,

4- ( Pitt) -Zrttt )

=ÊÎÏYHZTÊ.ph#ttHItD--
ÈÏTHZT ! Édits.

= ?.fi?tEdiir!lZj=0



Dac les factions p? :[OB→ Te sont
définie par les conditions

Ë# - Editorial( Pilot = É
.

Matriciellerent

¥Ê= - DHIPHI{ ICHI



De nanan
,

le théorème sur les EDO linéaire

nas garanti l'existence et l' unicité de PH)
Ht c- [OB

#

Remarque la notion de repère mobile

7
,

-

.
En C- Pr le long de la carbet

permet d' écrire tout deanp Xe Ps
de façon unique sas la force

XEÊ
.
aitttz.CH e- Ian



avec à
,

- .

.

âe CLUB )
.

( Tf est un module sur ETIAB) )


