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§  3.5. Formule de variation première

¥ On se donne une courbe z :[a. b)→ M
,

de classe

C dans un - variété riemannienne ( M
, g) .

On veut

calculer la dérivée de la longueur de toute variation

(E) y :(- e , c) e- [a.b) → M de t

4µW
" note GAI = Itt ) = qlçt ) que l'on
voit comme une famille de cartes qui déforme
r

.

Question : ¥ lits) = ?



On note

¥ = ¥#) = (Vitesse le long de z ){¥ = ¥ (f) = " champ de déformation
"

lente 1 Si T est la concession de Levi-Civita
de g ,

do "

¥ % = VIÊT
Preux : On vérifie cette relation dans un système
de coordonnées locales (x ! - -

,
×
"

) .

On a

¥ = Est# . ¥ - Ê -¥



""

qff-st-tffff.ie )
= 9¥

,
+ II. te #

Or

refait ":# Exit - %:#tôt )

⇒
=Ë¥iÊi ) - II. Ë¥

E- ¥=(fÏtoËfËË )#



Puisque t! = !! (par la convia de Leu-Ciotat
dac

ts ¥ est doué par
la mêre expression

#

Remarqué Ce leurre a une autre explication :

la connexion de Lei - Civita est sain :

tir - EX = [ x. B ( tt tiret HD
ou applique cette identité aux champs ¥

, ¥ :

¥
,

¥ - t¥ ¥ = [ ¥ , ¥3
= [ l

*¥ , % %)



=#Était
= % = 0

#

teniez Sa. les hypothèses précédentes en a

¥ Un = { DEE ,
¥ )

Ë
dt

Pret le champ ¥ est CE ainsi que le tenon

mètnqeg
,
on peut dériver sous le signe d' intégration :

¥ t = ¥ { Il ¥-1 d- =¥f%¥,¥Tdt



= fiIs .ve?I:I5dt=fiI a-

= !
"

CE ¥ ,
¥ ,

"¥ ,#s

-
dt ( car F est compatible avec g :

Il Il X.gwht-zgkxt.ir ) )

= ! a- H: :* :# et
#

On va supposer que 8 est parcourue à vitesse constante

( on peut reparamétrer × si nécessaire
, ça ne change

pas la longueur de t )



On a dos b- llat-kiy.es -a) ⇒ ¥
,,=%I

Le leurre précèdent s' écrit :

¥!!" " lier ? - ¥ > de

Truc ( intégration par parties )

¥ ( ¥ , = LE t'¥
,
E- ¥5

de plus
,
en 5=0 on a ¥f= 841 .

Donc

On a

¥!æH¥Ï¥¥¥s - e¥%¥Æ



Théorie

¥.eu -

- *mis! - Hsiao
( à EUH c'est la formule de variation première

par les longueurs
.

étaliseront)
Corollaire Une caube t :[a.5) → M de classe Êtes
critique par la fonction elle longueur

, par les variations

à extrémités fixées si et seulement si t est géodésique .

Si 9 :C- e
,

[a.bz → M est un variation à extrémités

fixées
,

alors qls , a) = =p
,
Qls ,

D= t (b)⇒ ,
HS



alors on a

¥ (o , a) = o et M
, ff10 ,

b) = 0 ETM

Donc la fonte de variation première se réduit à

filer. ) = - II {tsreixdt , Eff

§

9 Cette qualité s' annule par toute variation

de t à extrémités fixées
⇐> tes = 0

⇒ s est géodésique . #

En particulier: Si y est une courbe de classe C
'

qui relie p à q (p.ge M) et minimise la longueur
,
i. e

.



UH = dfp , g) = iuflllx , lx-caibe.de
, }

Alors Y est géodésique ( après reparaàtnsation
éventuelle)

.

Rejoignes ① Ce résultat reste vrai par les cakes E par

morceaux
.

On a le résultat suivant :

Si t :[a.b) → M est un cube C
'

par maeeax

reliait p
à
q et de longueur minimale et paramétrée|

à utesx constante
.

Alors 2 est C
'
et tire .

② Tete géodésique est parcourue à vitesse constante

(prete :

¥ ait Écris) = rglt.fi) - o ) .



Corollaire si Ne M est un sous - variété de M
,

pet N et t une courbe (C' ) qui relie p à N

et qui véufe
ftp.inflllxj/x:Ia.D-sM,doE-p.dbteNf

Alors on a j (b) est orthogonal à Trav
(une courbe minimisante tombe orthogonalenets . N)

ÏË
Prenez Exercice .



"H) si on a deux cartes dsl
, pls ) das

et ts on a une èoç tkt = 9Gt) relie
ds) à pls) .

Alors la dérivée de lors ) ne

dépend que des angles entre z et &
, p

→

:*" ÷."summum
qu' #f→ Théorie de Thales



§ 3.6 tapent .

Théorème : Sat (M
,g) une variété (semi ) - riemannienne .

Alors il existe un court De IRXTM
,

contient

le sas- ensemble lojx Tn tel que par
tout

élément pr) ETR ( i.e. ve Tp M ) , il existe vie unique

géodésique
y >¥ , : 3pm→ M

à Jp
,

Iter l ftp.rse D) = intervalle dans R

ta .

¥, =p , 8*00=4
De plus

,
l'application Cpr) ts tp

,

# est C
Ht

.



Prenez On se ramène en coordonnées locales et on
utilise le théorème d' existence

,
unicité et dépendance

par rapport aux conditions initiales des solutions d' ED
.

0

anti '
¥ = o ⇒ ïk +ÊIÎIËÏ = 0

#

,ËH,He3tres=p ,
j
,

(a) = v
,

8 géodésique , tire

Définitive) On note exp.lv) =Kf1
( lorsque c'est bien défini

,
ie

. Le Jp
,
v )






















