
Géométrie riemannienne, cours du 13 avril

Application exponentielle
,

suite
.

Rappel Soit µ
,g) une variété (seui ) - riemannienne

ou rappelle que une courbe z :[a. b] → M est

géodènqesi te E et tes = VI. à = o (tt )
En coordonnées locales Itt) = ( XYH

,

. . -

,
X
"

H ) )
vue géodésique est donc solution du système d' EDO

*
+ Ë

,

t'ÏIHËÏ = o
En appliquant le théorème d' existence

,
d' unicité et

de dépendance par rapport aux coud . initiales parce



type de système on déduit :

Proposition par test pet et ve Tp M il existe
un intercale (maximal ) Jp, CIR ,

contient o et

tq .

il existe vie géodésique

¥.lt/--Ylttetl ( te %)
vérifiant les conditions initiales

Qd =p et %) = v

De plus l' application
Kit ) ↳ t.lt)

est différentiable dans son domaine de définition .



Lemme_IeuocdE1alorsaraq@H-_Tavltt.PreI
Notons x.(f) = Hat ) ,

alors

e) =%) =p ,

de plus

tes -
- ftp.rktt-ijfl.ru#--iida
= Moi

Donc par définition , f44 = Htt = Taft)
( il est clair aussi que T

,
à -_ 0 )

.

#



Corollaire Si on note Rp = lvetpnlt-EJ.ir )
alors Rp CTPM est un domaine étoilé en 0

.

Explication : pp est l' ensemble des vecteurs de TPM
tels qu la géodésique Ye) est définie
par o Et EI .

le leurre dit qu

ve lp ,

de [qd ⇒ Ive Rp

¥ l'application exponentielle (par la métuqeg )-

-

au point p est définie par



{
et

Pp
: Rp-s M

etpp (v ) = Y (1) expplvk.tv#1

F¥ŒË
-

Tp M

Remonte Par construction la géodésique issue

de p en direction de UETPR est tkt = exppftv)



Proc l' application expp : RPCTPM → M est

différentiable et c'est un difféomorphisme local
entre un voisinage Wp de 0f Tpr et
un voisinage Up de p c- M

.

De plus

d. lexppi : ¥ pr → In

est l'application identité
.

Petey la différentiabilité ( disons Csi gel)
vient de la théorie des EDO

.



l' application est un difféomorphe local au
voisinage de o e Rp par le théorème
d' inversion locale

,
si on proie que sa

différentielle ( Trp→ Tpr) est inversible

c'est le cas puisque on affirme que doexpp-Icf.pe,
en effet on a

To Rp = Tp M car Rp est un ouvert de TPM
et

d. (expp ) ( v) = ftp.olexppldttt ) )
à x :(- E

,
c) → Mp est une courbe qui

représente v.



On prend d# = t - v on a donc

d. éxpplvt e- ftp.exppltn-o#*Kt7
= v (pour définition de f)

*

Définition Notas g # o le supèmun des vx

tels que Blair) = lwetpnlllwlt-dplw.ws/cTpM
est contenue dans Wp ( le domain où expp
est un difféomorphe) .



Alors 9 = stp ) s' appelle le rayon d' injectivité
-

( de l'exponentielle) au point p .

Résumé Par chaque point pe M il existe

stp) > o tel que si res (p ) alors l' exponentielle

expp est un diffère de Blois ) cTpr sur

son image ( qu' est un voisinage de p c- M)
.

Si on choisit une base orthonormée e. , eu e- TPM
alors on définit un système de coordonnées
sur le voisinage Up = expp (Blois )



en posant

Qlq) = ( x! "
, ×
"

) si Êcxiiçr
et

. expptixiei ) = q

Déf : De telles coordonnées au voisinage de p
s' appellent des coordonnées normales de Riemann

(a des coordonnées

Leterme Dans les coordonnées normales en a

Sisto ) > dis , %Ï (a) = 0 ,
Êtes = 0



Interprétation : Dans ces coordonnées la métrique

Riemannienne gij est approximer
à l' ordre 2

par la yé
-

vigne euclidienne %
On dit que la métrique euclidienne dans TPM est

osculatrice à la métrique riemannienne
.

Remarque En général
d'Gii
oie
# 0

ces quantités sont liées à la carbure de g.

Preuve du lemme le point p correspond aux

× o ( Ei
,

-

, p) .

la condition



gi
,
=Si

,
vient du fait que d.exp

,

= Idm
¢ de fait qu' on a choisit une

-

base orthonormée )
.

Pour voir que ti! (a) = 0 on remarque que

pour tout a = ( afin
,
à c- TE ± TPM on a

zalts_expp@tI-_ltain.ta ) = HI
, XYH )

Or l' équation des géodésique est

Ï
"
+ Et Http . iixi
ist

si Xi A) = ait
,
⇒ x. Ici

,
Ëo

Donc on a



Ë
,ti.osaiai__o.V-a-_cai-.a.sDactii@s-_oVk.V-i.i

Par voir que 0kg
,
= o on utilise

fI = tant tissu
*

hé ( tenue de Gauss )

Soit pe M un point d' une variété riemannienne et

Up c M un voisinage où l' exponentielle est un



difféomorphe
.

Par r > a assez petit , on note

Sp
,
= expplvetp M I NIK r )

Alors tente géodésique issue de p est orthogonale
à Sar

.

Tpr

PI Soit ve TPM
,
@to ) (Hull ' S

,

le rayon d' injectivité )
.



On doit montrer que Jt) LT Sr
mn

Soit w c- TPM tg wir (on peut prendre

KWH - Kirk = r ) .

On doit montrer que

drlexppXwttJvl1I-_dvexppCvlParotodievdu@xppCwy.ondattrouver

une carte qui représente w puis dévier

exp
,

le long de cette courbe
.

On définit 1$ ) = court since we Tpr



alors M @) = v
,
Ico ) = w et

lldEssll-_rV-s@rwevetllwlKKvlKHDaeduCexppCwI-_ddzIs.oetPpl N")

(on doit voir que ce vecteur est + si
,
Crs

.

On va utiliser la formule de variation première :

on pose
46.tt = expp ( tas )

Alors yls ,H est une variation de la géodésique
Kf1 = exppltv ) = exppltdl.at/--9Ct,o)



ËËET
Par construction

,
la longueur de la

ca.be tt QSLTKQH ,
s) vont r

par tout s ( on paramètre de o ETE 1)

La formule de variation première dit que

a- ¥!! = "Ë ! xD



on VIJ = 0
,

et ¥ = 0 en

t-_o@arQCs.d= expplo . =p . )

⇒
a- ¥1.eu. ) C%Ea.ie

D"

j
,
+ ¥4,0) = dulexppttr)

#


