
20 avril Le théorème de Hopf.Rinow

On admet la

Proposition Si J :[ a , b) → M est un chemin de

classe E par morceaux dans une variété vietnamien

H
, g) t -9 -

lls , dlr@s.rlbs )

Alors 8 est une géodésique de classe C
' (après

rcparavétnsatia éventuelle )
.

( c'est ce conséquence du tenu de Gauss
,

voir

la prop .

3.9.1 dans les notes de cars ou les

notes de P .Doser p . 69-70 )
.



Def (a) Une géodésique 8 :I→ (M
, g) est

M¥4 si par tarte géodésique J : te

t.ae . Ici et 8=8 II ,

alors 8=8 et I=Î
.

(b) Vue géodésique t :I→ M est IHR

(c) (Mg ) est géode si tente géodésique
maximale est complète

.

Proposition ( pré - Hopf -Minou ) .

Soit (M
,g) une

variété vietnamien et pet . On suppose que tarte
géodésique maximale issue de p est complète .

Alors Qc M fermé
,
non vide

.
Alors il existe une

géodésiqe reliant p à Q de longueur D=dit G)



= cible

p

il existe t :[o , d)→ M
,
rlotp ,

Kollek
et

llzt-d-dxtlp.QI-iufldlp.gl/qeQjCoutue-Exeqpk-Si il existe des géodésiques
non complète (et maximale) issue de P

M=lR%) et p = f49
, q = (tt , o)

^

•§#
tp 9



Prenez On remange
d' abord qu

l' hypothèse
dit qu expp est définie sur TPM

.

Soit ifp) = rayon d' injectivité ,

D= distlp ,Q )
et on choisit c top ,

oe c c min film
, d)

Alors l' exponentielle définit un difféomorphisme

expp :{ teTPMI arts c) → BTp.de/xeM/d(p,xKcf
(par définition du rayon d' injectivité !
Par continuité de la fonction distance et par
compacité de D(p il existe un point y

,



t-9.YEODLp.es et

dtye.QI-miufdlz.CI/z-cDTpaf#Og..,........-G
Par cobtwetia il existe

wetpnt.q.lv/l=E et

Y
,
= expplw ) expplw) = y,

On pose toi ¥ = TÉ, c- TPM ( Y-exppk.ws)
et on note

y ftp.zw.ftp-expplt-wi )
d" z@kp.zq-_y.llsrto

,

te = dlp.it
et KJHN = 1 f- Hwa )



Par hypothèse ,
slt) est définie A tete

, a)

A voir se @ le Q ( car l'oto
,

) - d)
"

la stratégie de la preuve est de montrer que lorsque
Ht ) s' éloigne de p elle se rapproche de Q
et de quantifier ce rapprochent ( par te d)

"

Observons que
tt se [a. d) on a

⇐ llrto
,
»
) zdlp , tss) ± d- d ( re) ,

Q )

On pose

] =L se [o.dz/dloCshQl--d-sf



On veut montrer que de ] ( ⇒ dla a) e- d-D= o)

Affirmatif ] est intervalle non vide
.

en effet oe ] ( par définition de D= dcp , Q ) )
et si se ] et o Etes alors

dlrttt.QIedlrttt.rs ) + dlr ,
QI

= @ - t ) + Cd - s ) (car se ] )

ç d- t

et d' autre pot

D= dlp ,
G) E dlp , HH) + dlrttt , Q )

= t t dlrltt
, G)



Dac d loft
,
QI =D-t ⇒ te ]

On a montré qe ] est un intervalle
.

Affirmation 2
-

[QD c ]

En effet , il suffit de montrer qe c € J
,

on

dlr
,
QI = dose

,

Q ) = dlp.GI-dlp.ge )
= d - E

(car y
,

C- OBCP
,

est le point le plus proche de Q
sur ODLP , d)

.



Affirmations
de ] = (t c- [o.dz/dlxHhQI--d-tf

Se proie par l' absurde
.

On pose

to = sup (3) e d

on va montrer -

que to =D ( to 2 d conduit à une

contradiction)
On

suppose donc qe to c d
.

Alors te ] (car
] est clairement fermé . ) On note = HI)
et on choisit

à < min litre)
, dlga , G) f



On choisit encore % c- OBIE
,
c

'

) f9
.

dlys
,
G) = min Idlz,Q ) ( 2- c- OBUS

, /

÷
.

Il existe alors we M tq . hwlté et tel

9"
exp
,
(w) = } .

Notons wi-E-fw-yetz.tl
et on définit ve courbe X :[o.tt → M par

LA) = (
TH)

,
si te-o.to)

exp.sk/t-td.w, ) , si t.etet.to'



Alors X est E par morceaux .

On affine
cette courbe est minimale par la longueur, en
fut (f. + d) = Ux) = dcp.xlt.es/--dlpis )
[en effet on a

i ) d- to = dlx.QI-fdlrltot.at ) (car t.es )
= dlte

, B) + dtç , Q ) ( par choix %)
= E

'

+ dlys
,
Q )

i. l'

¢ - f.) = à + de} , Q )

On a aussi



(ü ) D= dlp ,
Q ) Edlp , %) + dass

,

Q )

E Hot c' ) + ¢ d- to - E ' )

= d

Dac on a égalité partout .

Cela implique

dlp
, ;) = d- dass , Q )

= d- ( d- to- ci )

= tot c
'

= l (x )

Dae X est un cube de
p à } de longue.

égale à dlp.rs)



Dax X est ve géodésique
. ) , donc

× > tto.t.to
et donc

dlrlt.to' )
,

= dlxltotél
,
Q )

= de 's , Q )

= d- fac' )

Dac foto '

) c- ] ce qui contredit to = septs)

Cette contradiction dit sup (3) =D
,
de ]

par déf de ] aa Xd) c- Q #



Théorie de Hopf - Tliuow Soit ( d.g) un v. r . connexe
-

⑦ Les 4 conditions suivantes sont équivalentes :

① (M
, g) est géodésique complète

② Il existe p tel _ que toute géodésique maximale issue

de p est complète

③ Tete bete fermé de l'espace métrique ( M, d)
est compacte

④ (M
,
d) est métriquemet couplet ( toute suite deCady

converge)

⑤ Si l' une de ces conditions est vérifiée alors ftp.qetl
il existe une géodésique 8 de p à q , longue dlp , g)



Prez (B) a été démontrée dans la proposition
précédente (en supposant qu (A) est démontré)

Prévue) ① ⇒ ② est évidente ( par définition )

② ⇒ ③ l' hypothèse ② dit qu expp est oléfine
sur Tp M en entier .

La proposition précédente
entraine

expp : Tpr → M est surjective

Plus précisément

D- (p ,
Rt = lqetlldlp.ee/ERf--expp(LteTpM/kNERD
-

est l' image d' un couperet par ex pop
contact

qui est continue ⇒ D'KR) est compact HR



③⇒ ④ Toute suite de Cauchy de µ
,
d) est

bornée
,
donc contenue dans une boule BCp.TT

compacte donc contient une sous - site couugete
.

( donc elle mêe convergente) .

④ ⇒ ① On doit prauu que si (M
,
d) est mètvqet

couplet , alors tete géodésique se prolonge de -• à ta

Par l' absurde : Supposons que t :[o ,
b) → M ne

se prolonge pas et posons

Yj = 8 ( b- Ê ) ( je 1N )

Alos { %. ) est ue suite de Couches (dtsj.sn) -EI)



Kb- ± , (
D" il existe # ¥; ÷
On pose

t (b) = Y
et pour E assez petit on étend t à [ o

,
b. + E )

par

t.lt) = {Htt .

tab

exp,
#b) Jlb) ) si bete bte

cette construction contredit l' hypothèse que je

ne se prolonge pas (après b) .

#


