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13.1. La solution se trouve dans le chapitre 9 de Do Carmo.

13.2. Cet exercice est difficile et demande des notions sur le revétement universel, tout n’est pas détaillé
dans la correction.
Pour montrer ceci, il faut utiliser le revétement universel. On se fixe un point sur -1, par exemple
71(0) = p. Soit 7 : M — M le revétement universel de M, muni de la métrique § := 7*¢ induisant
la distance d et soient 1 et 7o les relevés de 1 et 2. En fixant un point dans la fibre au dessus
de p, on a que ¥; est uniquement déterminé, de méme, le relevé de la géodésique réalisant la
distance entre p et v9 est uniquement déterminée, et donc le relevé de o est aussi uniquement
déterminé.
Alors (M ,§) est compléte, a courbure négative ou nulle et simplement connexe. On peut donc
appliquer le théoréme de Cartan-Hadamard, qui nous dit que dans ce cas exp), : TpM — M est
un difféeomorphisme. On a alors que ® : TM — M x M donné par ®(p,v) = (p, exp,(v)) est
aussi un difféeomorphisme et donc, en considérant (71(s),32(s)) € M x M on a Pexistence d’une
géodésique entre ces deux points de M et la différentiabilité de n,(t) en s.
On peut donc appliquer la formule de variation seconde a f(t) = d(71(t),32(t)) = £(ns) pour
montrer que c¢’est une fonction convexe.
Maintenant, comme on sait que f est periodique (disons de période L), par définition de 'action
du groupe fondamental sur la fibre et le fait que 1 et 9 soient homotopes, on a

d(F1(s + L), 32(s + L)) = d(71.91(s), 72-92(5)) = d(y1.71(5), 71-72(5)) = d(F1(s), F2(s))-

Par conséquent, f est constante. Si f est constante, alors f est également constante car en
passant au revétement universel, on a montré que f était localement constante, or au début on
a choisi 41 (0) comme point de base de maniére arbitraire, donc f est constante partout.

13.3. La solution se trouve p.114-115 de Do Carmo. Pour calculer le développement & n’importe quel
ordre, il peut étre utile de montrer la formule générale suivante:

(J, J)™ = zn: <Z> (VR T VR ).

k=0

On démontre cette formule par récurrence exactement de la méme maniére que la formule du
binéme de Newton.

13.4. a) En utilisant 'exercice précédent ainsi que les propriétés des champs Ej, ..., E,, on obtient
n n
ViVs(Y) + R(YH,4) =Vs(Y Al E) + D viR(Ei, 4)¥
i=1 i=1
n n
=Y AWIE kY vilg(3.A) Ei — g(Ei,4)%)
i=1 i=1

n n—1
=> Wi+ kY _yiE; .
=1 i=1

Donc Y est un champ de Jacobi si et seulement si ce champ s’annule, c’est-a-dire si et seulement
sigy+ky;=0pouri=1,....,n—1et g, =0.



13.5.

b) Si k =0, on obtient y;(t) = a;t + 5, ot o et B; sont des constantes et i = 1,...,n.
Sik > 0, on obtient y;(t) = a; cos(VEkt)+B;sin(vVEkt) pouri = 1,...,n—1 et y,(t) = ant+pn.
Si k < 0, on obtient y;(t) = a; cosh(v/ —kt) + B;sinh(v/—kt) pouri=1,...,n—1et y,(t) =
ant + By

Soit E4,. .., E, des champs de vecteurs le long de v tels que (E;, E;) = 0;;, V4 E; =0 et E, =7
n

(on sait que de tels champs existent). On peut alors écrire Y = Z yE;. On suppose que Y est
=1
un champ de Jacobi, on obtient donc

ViV5(Y) + R, %)y = > 4E;i + yiR(E;, En)Epn = > (y +)° ykR}m> E;=0,
=1 =1 k=1

qui est une équation différentielle (du second degré) dans un espace de dimension n. Les con-
ditions Y(0) = Yp et V)Y = Y{ fournissent les conditions initiales de ce probléme, dont la
solution est alors unique et par conséquent égale a Y.



