Math 12,5 - C\I\w‘)g
Es‘mam A\\“"w Xém&io\iw
1.0 U\,\IY'\] Lolo




A?PQ‘\ c,w’\‘fwﬁ All\wes

1.3. Morphismes d’espaces affines.

DEFINITION 3.2. Soient X et Y deuz espaces affines (de directions V' et W ). Une ap-
plication v : X — Y est dite affine si elle preserve les barycentres: pour tout (Py,--- , P,) C
X™ et toul (A1, -+, n) € k™ verifiant

=1

on a

e(Bar(Py, -, Pos A1, M) = Bar(o(Pr), -+, o(Pn); Aty -+ 5 An).
—

On en deduit immediatement la

=

PROPOSITION 3.6. La composee de deux applications affines est affine; la reciproque
d’une application affine bijective est affine.
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DEFINITION 3.6. On a les definitions suivantes

~Un epdamorphisme affine est une application affine d’un espace affine sur lui-meme.

— Un isomorphisme d’espaces affines est une application affine qui est bijective et dont
l’applicatim est encore affine.

— Un automorphisme affine est un isomorphisme affine d’un espace affine sur lui-meme.
On Uappelle Tgalement transformation affine.

On note ses ensembles respectivement par

= Hom,5(X,Y)=AHom(X,Y), End.g(X) = AEnd(X), Aut,g(X) = AGL(X).
— e — e

En vertu de la proposition precedente, le dernier ensemble est un groupe appelle ”groupe

des automorphismes affines” ou ”groupe lineaire affine”.
——— m—
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THEOREME 3.1. Soit X,Y deuz espace affines (de directions t W). Une application
w: X =Y est affine si et seulement si pour Py € X Uapplication definie par

: po(V) = w(@r ) — ()

est lineaire. Dans ce dernier cas 'application g ne depend pas du choix du point Py. On
Uappelle la partie lineaire de p. On a la formule suivante:

(vperev (P + %) = o(P) + ¢o(¥
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COROLLAIRE 3.1. Soit V' un k-espace vectoriel et ¢ un endomorphisme affine de V' sur
V alors ¢ de decompose de maniere unique sous la forme

Y = ty(0) © Yo
N\ .

ou g est la partie lineaire.
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PROPOSITION 3.7 (Composition d’applications affines). Soit X, Y, Z des espaces affines
et p: X =Y et:Y — Z des applications affines alors o p : X — Z est affine et sa
partie lineaire est N\ NN

(¥ o p)o = o © po.

~ Supposons que @ : X — Y est bijective alors sa reciproque o1 est affine et (p~1)g =

9051~ A\ ~— "
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COROLLAIRE 3.2. L’application "partie lineaire” Lip.: ¢ € AGL(X) = ¢o € GL(V) est

un morphisme de groupe de noyau le groupe des translations T (V). En particulier T'(V') est
distingue dans A GL(X). vt
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- St e Ady (x) * 1 9 =1,
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COROLLAIRE 3.3. Soit ¢ : X — Y wune application affine.
w

— Son zmage Y’ =TImy est un sous-espace affine de' Y sous l'action de W' = Im ¢y.
— Pour toul y €Y, la preimage W~

e '({y}) ={r e X, p(z) =y}

est soit I’ensemble vide (siy € Y ) ou un sous-espace affine de X sous l’action de

ker (i) )] | aé’iwq s~

— On a la relation
EilmX dlmV dim(ker ) + dim(Im ¢). A\ﬂw(? *A‘ﬂi\?b

— Plus generalement, lzmage et la preimage d’un sous-espace affine de X (resp. Y')
est un sous espace affine (eventuellement [’ensemble vide pour la preimage).
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{ COROLLAIRE 3.4. Une application affine ¢ : X — Y est injective si et seulement si g
[

‘est (c.a.d ker pg = {0y }). A e
—~Une application affine p: X — Y est surz'gctigge si et seulement sz"g’o“l’est.
—Une application affine o : X — 'Y est surjective si et seulement si dimIm ¢ = dim ¥
—~Une application affine p : X — Y est un isomorphisme affine si et seulement si g est
bijective. S— —~
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DEFINITION 3.7. La longueur euclidienne d’un vecteur @ = (x1,--- ,z,) est donnee par

@] = (@1, en)| = (@ 4+ 222 S0

> La distance euclidienne dans l’espace affine R™ est la fonction

d(-,-) 1 R" x R" > Rsyg
donnee pour P = (x1,--- ,x,) et Q = (z,--+ ,a}) par
d(P,Q) = ((z1 — 21)* + -+ + (w0 —27,)")? = | PQ).



THEOREME 3.2. La fonction longueur (resp. distance) a les proprietes suivantes
— Separation des points: pour tout ueR™ PQeR" AeR

||u||—0<:>u—0 d(PQ)-O(z»P Q.

— Inegalite du trmngle
[ + ol < lall +1v]], d(P, R P,Q)+d(Q,R)
g—

avec egalite si et seulement si P,Q, R sont alignes (cad P@ et PR sont pPropor-
tionels) et que @ est "entre” P et R (ie contenu dans le segment

PR ={Q=X\P+(1-)\.R, A€l[0,1]}).

— Homogeneite: 7~
[Ad]| = [All[dl], d(A-P,A.Q) = |Ad(P,Q)
avec \.P = (. :1:+, ,A.xy) Uimage de P par l’homothetze de centre 0 et de rapport

A A(x, e xn) m(A'x”\) ,.- ‘t-“)
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0.7 = (@,0) == 212 + - - + TpT),.
On a donc
(2.1) (@, @) = ||a]*.

Rappelons que le produit scalaire est
\symetrique:
— bilineaire: P N

— Defini-Positif: ~~
(@, @) >0 avec egalite ssi @ = 0.

On deduit de (2.1), de la symetrie et de la bilinearite, les relations dites deEolam’sation

(22) 1@+ 7 = [|@]* + |19 + 2(a, ¥
v —

1 — — — —)
— (23) Sl + 1?12 — 1))
w
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PROPOSITION 3.8 (Inegalite de Cauchy-Schwarz). On a

(@, 9] < [lal][|7]

avec egalite si et seulement si i et U sont proportionels: © = 0 et alors @ = 0.7 ou bien
U= .

avec \ € R.
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DEFINITION 3.9. Deuz vecteurs u,v € R"™ tels que (@,7) = 0, sont dit 4 et U sont
orthogonaux ou perpendiculaires
L \

PROPOSITION 3.9. Soient 1, - -, €, € R" m vecteurs non-nuls deux a deux pgrpendic-

ulaires alors (e1, -+ ,e,,) est libre et en particulier m < nf Sim = n ces vecteurs forment
une base — T -
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DEFINITION 3.10. Une telle famille (e1,--- ,en) de vecteurs perpendiculaires est ap-
pellee famille orthogonale (ou famille de vecteurs orthogonaux). -_—
—

— Si de plus les vecteurs sont tous de longueur 1 (unitaires) on dit que la famille est
orthonormee.
— Sim = n cette famille est une base et est appellee base orthogonale (et est dite

orthonormee si la famille est orthonormee)
W
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ProPOSITION 3.10. Soit (e1,--- ,e,) une base orthogonale de R™. Pour tout vecteur
Z € R™ la decomposition en combinaison lineaire de cette base s’ecrit

= A.el+ -+ \epn,
avec !
A — (&ei) \, :

En particulier si la base est orthonormee (ie. (e;,e;) =1, i = 1,--- ,n) on a la formule
simplifiee Nemper=""
(26) Ai:(f7ei>, i:17"~ , N.

~
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2.2.1. Le procede de Gramm-Schmidt.

PROPOSITION 3.11. Soit (dy,- -+ ,iy,) une base de R™, il existe une base orthonormee

. tell NN
(€1, ,ey) telle que —— S “L\)

Re; = Ruq, Rey + Rey = Ruy + RUQ, ]Re —i— Re,, = Ry + -+ - + R, = R".

o g— N ———

Preuve: Cf. le cours Algebre Lineaire Avancee. [J

COROLLAIRE 3.5 (Completion en une base orthonormee). Soitfey, - -- , e, )Vune famille
orthonormee de R™ alors il existe des vecteurs ep+1,- -+ , e, € R™ tels que (e1,--- ,ey) soit
base orthonormee de R™. ———— NS
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DEFINITION 3.11. Une application ¢ : R® — R™ est une isometrie si elle preserve la
distance euclidienne:

VP,Q € R", d(p(P),»(Q)) = d(P, Q).

— On note

——3 lsom(R") = {¢: R" = R" telles que VP, Q € R", d(o(P), ¢(Q) = d(P,Q)} «
l’ensemble des isometries.

— On note egalement ‘l ~\

Isom(R™)g = {p € Isom(Rj <P.(0) =0)},

le sous-ensemble des isometries qui fixent le vecteur nul 0.
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THEOREME 3.3. Une isometrie est une transformation affine (une applicaiion afline
bijective). Ainsi les ensembles Isom(R™), Tmm%nt des sous-groupes du
groupe des transformations affines A GL(R™). Le groupe Ygom(R™)g est un sous-groupe
du groupe GL(R") des applications lineaires inversibles de R". Le sous-groupe ] !R”) est

distingue dans Isom(R"™) et Isom(R") est engendre par ses deur sous-groupes,
NN
Isom(R"™) = T(R") o Isom(R")p.
Par—N S SO
Toute isometrie ¢ se decompose de maniere unique sous la forme

P————
p=t @@ t E T(R™), o =t_y0) o ¢ € Isom(R")g <

ou o est la partie lineaire de .



THEOREME 3.4. Les isometries fizant l’origi ont des applications lineaires sur R™:
si o € Isom(R™)g on a pour tout € = (z1, -+ ,xn), 0= (2], ,2)) et A €

P(M + ) = Ap(i0) + (7).
Ce sont des applications bijectives: Isom(R™)g C GL(R™).
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PropoSITION 3.11. S it € Isom(R"™)g, alors ¢ preserve la longueur des vecteurs ainsi
que leur produit scalai

Vo, @ € R", [[p(9)]| = ||7]], (¢(7),p(@)) = (¥, )
———— \'\a
P\.-e\me, " sm,‘\‘ \IQ TR Ov 2 V- O

I 2@ =196)- Ol J9)- fp(o

_,.) 615, _
= a(9(0 ),CF(V’));]-\ A7) =] V-0 =IV]
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