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THEOREME 4.2. Soit G C Isom(Rz)’)jL un groupe fini d’isometries speciales, alors en tant

que groupe abstrait G est isomorphe a [’'un des groupes suivant:

(1) Un groupe cyclique.

(2) Un groupe dihedral.

(3) Le groupe alterne alterne Ay (d’ordre 12.)

(4) Le groupe symetrique Sy (d’ordre 24.)

(5) Le groupe alterne s (d’ordre 60.)
et chacun des groupes ci-dessus peut-etre realise comme groupe fini d’isometries lineaires

speciales de R3. Par ailleurs tout groupe fini d’isometries speciales est conjugue a lun de
ces groupes par une isometrie speciale.



(1) SiG est cyclique d’ordre n > 3 alors G est realisable comme le groupe des isometries
speciales preservant un cone polyhedral convere a n + 1 sommets dont la base
est un polygone requlier a n sommets et dont le dernier sommet est sur [’axe
perpendiculaire au plan du polygone et passant par son centre. Sin = 3, on
supposeque les aretes ne sont pas toutes de meme longueur: ie. que ce cone n’est
PAS un tetraedre regulier.
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(2) Si G est dihedral d’ordre 2n > 6 alors G est le groupe des isometries speciales d’un
double-cone obtenu comme la reunion d’un cone de base un polygone requlier a n
cotes comme ci-dessus et de son symetrique par rapport au plan de la base du cone.
Sin =4, on suppose, de plus, que les aretes ne sont pas toutes de meme longueur:
ie. que ce double cone n'est PAS un octahedre requlier.
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(3) Si G est isomorphe au groupe alterne Ay alors G est le groupe des isometries
speciales d’un tetraedre requlier.
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(4) Si G est isomorphe au groupe symetrique Sy alors G est le groupe des isometries
speciales d’un cube (ainsi que d’un octaedre regulier).
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(5) Si G est isomorphe au groupe alterne Us alors g est le groupe des isometries spe-
ciales d’un dodecaedre regulier (et d’un licosaedre regulier).
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PROPOSITION 4.2. Le G-ensemble X n’a que deuzr ou trois orbites et les seules possi-
bilites sont les suivantes:

A‘ v o |s1]s2]83||G[||O1]]|O0a] | |O0s]| |X]
\QAV‘{ 2 n|n n 1 1 2 V\'Q,l
3 122 nl2n| n | 0| 2 [2m+2] W2
o\d\ \> 3 12(3(3[12] 6 | 4 | 4 14
G’l‘ 3 | 213|424 12| 8 6 26
3 1235 20 | 12 | 62

60 | 30
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LEMME 4.1. Soit G un groupe fini non-trivial de rotations ayant toutes le meme axe,
alors G est cyclique.
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PROPOSITION 4.2. Le G-ensemble X n’a que deux ou trois orbites et les seules possi-
bilites sont les suivantes:  ,~ N

o |s1|s2|83||G[||O1] | |O0s]||O0s]| [X]
2 nin n 1 1 2
3 212 |n|2n n n 2 2n + 2
3 2131312 6 4 4 14
3 2131424 12 8 6 26
3 2131560 30 20 12 62




PROPOSITION 4.3. Supposons qu’on soit dans le premier cas
X|=2,0=2, s1=n,s9=n, |G|=n, | X|=2
alors X = {P, —P} et G est un groupe cyclique de rotations autour de l’axe R.0P = (=P, P).
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PROPOSITION 4.2. Le G-ensemble X n’a que deux ou trois orbites et les seules possi-
bilites sont les suivantes:

o |s1|s2|s3||G]|[O1||Oo ||Os]| |X]|

2 n|n n 1 1 2

3 |2|2|n|(2m| o | o] 2 |20+2 y\?%
3 213312 6 4 4 14

3 2131424 12 8 6 26

3 2135|160 30 20 12 62




PROPOSITION 4.4. Supposons qu’on soit dans le deuxieme cas
0=3, 51=2,8=2,83=n2>2, |G| =2n, | X|=2n+2.

Alors O3 = {—P5,P3} et G est un groupe dihedral forme de n rotations autour de l’azxe
(—Ps, P3) et de n rotations d’angle w dont les axes, contenus dans le plan ng, passent par
les elements des orbites Oy et Oz. L’orbite Oy (ainsi que Uorbite O1) forme un polygone
requlier a n cotes (situe dans le plan PgL) Si n est impair on a O1 = =04 et si n est pair
O, = =O1. Par ailleurs, l'orbite Oy est formee par les intersections de la sphere avec les

axes passant par les milieux des cotes du polygone Oz et est obtenue a partir de celle-ci par
une rotation d’angle k% (rad) pour k impair.
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PROPOSITION 4.2. Le G-ensemble X n’a que deux ou trois orbites et les seules possi-
bilites sont les suivantes:

o |s1|s2|83||G]||O1]||O0s]||Os] | [X]
2 ni|n n 1 1 2
3 212 |n|2n n n 2 2n+ 2
3 213312 6 4 4 14
3 2131424 12 8 6 26
3 213 |5]60]| 30 20 12 62




PROPOSITION 4.5. Supposons que [’on soit dans le troisieme cas
S1 = 2,82 = 3,83 = 3,‘G‘ = 12, ‘X| =14

alors les 4 points de la deuxieme et de la troisieme orbite Og, O3 forment chacun un tetraedre
regulier (4 sommets, 6 aretes, 4 faces) dont G est le groupe d’isometries; ces deux orbites
sont images 'une de autre par la symetrie centrale par rapport a 0. Le groupe G est

1somorphe au groupe alterne Ay C Sy.
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PROPOSITION 4.2. Le G-ensemble X n’a que deuzr ou trois orbites et les seules possi-
bilites sont les suivantes:

o |s1|s2|s3||G]||O1] | |Os] | |O0s]| |X]
2 ni|n n 1 1 2
3 212 In|2n| n n 2 |2n+2
3 213|312 6 4 4 14
3 213 14|24 12 8 6 26
3 213 |51]60 /| 30 20 12 62




PROPOSITION 4.6. Supposons que l'on soit dans le quatrieme cas
s1=2,82=3,83=4,|G| =24, |X| = 26

alors les 6 points de la troisieme orbite O3 forment un octaedre requlier et les 8 points de la
seconde Oy forment un cube et G est le groupe d’isometries de ces deux polytopes requliers
et est isomorphe au groupe symetrique S4. On a

Oy = =03, O3 = -0s.
La premiere orbite Oy d’ordre 12 verifie
01 =-01

et est formee des intersections de la sphere avec les droites passant par les milieur des 12
aretes du cube (ou des 12 aretes de l’octahedre) et le milieu oppose. Le stabilisateur d’un
de ces elements est engendre par la rotation d’angle w et d’axe le point et son oppose.









PROPOSITION 4.2. Le G-ensemble X n’a que deuzx ou trois orbites et les seules possi-
bilites sont les suivantes:

o |s1|s2|s3||G]|]|O:]]|Os ||0s]| |X]
2 nin n 1 1 2
3 212 In|2n| n n 2 |2n+2
3 21313112 6 4 4 14
3 21314124 12 8 6 26
3 2131560 30 20 12 62




PROPOSITION 4.7. Supposons que I’on soit dans le dernier cas
S1 :2,82 :3,83 = 5, |G’ 260, |X‘ = 62

alors les 12 points de la troisieme orbite forment un icosaedre requlier (possedant 20 faces
et 30 aretes) et les 20 points de la seconde forment un dodecaedre regulier (possedant 12
faces et 30 aretes) et les centres de chacune des 20 faces de cet icosaedre est aligne avec un
des 12 sommets du dodecaedre (et vice-versa pour les centres des 12 faces du dodecaedre).
Les 30 points de la premiere orbite sont alignes avec les milieux des aretes de chacun de ces

deux polytopes. Le groupe G est le groupe d’isometries de ces deux polytopes requliers et est
isomorphe au groupe alterne 2As.


















4.4. Le tetraedre regulier.

(1) 11 possede 4 faces (triangulaires), 6 aretes, 4 sommets.

(2) Son groupe de rotations est d’ordre 12, est isomorphe au groupe alterne 2l et est
constitue de

— L’identite.

— 2 x 4 rotations d’ordre 3 d’axe passant par un sommet et le centre de la face
opposee.

— 1 x 3 rotations d’ordre 2 d’axe passant par les milieu d’une paire d’aretes
opposees.

(3) Son groupe d’isometries complet (speciales et non-speciales) est isomorphe au
groupe symetrique Sy.

(4) Le polytope dual du tetraedre regulier est un tetraedre regulier.

(5) Les points de coordonnees

1 1 1

1
FLLD, S, L)

forment les sommet d’un tetraedre regulier centre a l'origine et inscrit dans la
sphere unite (en fait le tetraedre est inscrit dans un cube —cf. ci-dessous—).

(_13 17 _1)3



. L’ octaedre regulier.

Il possede 8 faces (triangulaires), 12 aretes, 6 sommets. Les barycentres des six
faces est I’ensemble des sommets d’un cube inscrit.
Son groupe de rotations est d’ordre 24, est isomorphe au groupe symetrique G4 et
est constitue des memes rotations que le cube inscrit
— L’identite.
— 2 x 4 rotations d’ordre 3 d’axe passant par les centres des 4 paires de faces
opposees.
— 2 x 3 rotations d’ordre 4 d’axe passant par les 3 paires de sommets opposes.
— 1 x 3 rotations d’ordre 2 d’axe passant par les 3 paires de sommets opposes.
— 1 X 6 rotations d’ordre 2 d’axe passant par les milieux des 6 paires d’aretes
opposees.
Le polytope dual de l'octaedre regulier est un hexaedre regulier.
Son groupe d’isometries complet (speciales et non-speciales) est isomorphe au
groupe produit &4 x {£1}.
Les points de coordonnees

(£1,0,0), (0,41,0), (0,0, 1)

sont les sommets d’un octaedre regulier centre a l'origine et inscrit dans la sphere
unite.



4.7. Le dodecaedre regulier.

(1) 11 possede 12 faces (pentagonales), 30 aretes, 20 sommets. L’ensemble des centres
des 12 faces est I'ensemble des sommets d’un icosaedre regulier inscrit dans le
dodecaedre.

(2) Son groupe de rotations est d’ordre 60, est isomorphe au groupe alterne 25 et est
constitue de

— L’identite.

— 4 x 6 rotations d’ordre 5 d’axe passant par les centres des 6 paires de faces
opposees.

— 2 x 10 rotations d’ordre 3 d’axe passant par les 10 paires de sommets opposes.

— 1 x 15 rotations d’ordre 2 d’axe passant par les milieux des 15 paires d’aretes
opposees.

(3) Le polytope dual du dodecaedre regulier est un icosaedre regulier.

(4) Son groupe d’isometries complet (speciales et non-speciales) est isomorphe au
groupe produit 2As x {£1}.

(5) Soit

les points de coordonnees

1
—(£1, +1, +1),

V3
(07 j:(l + 90_1)7 i(l - 410_2))7 (07 i(l + @_1)’ i(l - 30_2))7 (07 :t(l + 90_1)’ j:(l - 90_2))

est 'ensemble des sommets d’un dodecaedre regulier centre a l'origine et inscrit
dans la sphere unite.



4.8. L’ icosaedre regulier.

(1) 11 possede 20 faces (triangulaires), 30 aretes, 12 sommets. L’ensemble des cen-
tres des 20 faces est I'ensemble des sommets d’un dodecaedre regulier inscrit dans
I'icosaedre.

(2) Son groupe de rotations est d’ordre 60 est isomorphe au groupe alterne s et est
constitue des meme rotation que pour le dodecaedre:

— L’identite.

— 4 x 6 rotations d’ordre 5 d’axe passant par les 6 paires de sommets opposee.

— 2 x 10 rotations d’ordre 3 d’axe passant par les centres des 10 paires de faces
opposees.

— 1 x 15 rotations d’ordre 2 d’axe passant par les milieux des 15 paires d’aretes
opposees.

(3) Le polytope dual du icosaedre regulier est un dodecaedre regulier.

(4) Son groupe d’isometries complet (speciales et non-speciales) est isomorphe au
groupe produit A5 x {£1}.

(5) Pour ¢ = % les points de coordonnees

1 1 1

est I’ensemble des sommets d’un icosaedre regulier centre a 1’origine.

(0,£1, +¢), (£1,+¢,0), (£,0,£1)
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P P [SULIALLIF] | x | G G
Tetraedre | Tetraedre | 4 | 6 4 12| 2y Sy
Hexaedre | Octaedre | 8 |12 | 6 | 2| Gy | G4 x {£1}
Octaedre | Hexaedre | 6 | 12 | 8 | 2| &y | 64 x {£1}
Dodecaedre | Icosaedre |20 | 30 | 12 | 2| A5 | ™As x {£1}
Icosaedre | Dodecaedre | 12 | 30 | 20 | 2 | 245 | A5 x {£1}




THEOREME 4.10. Soit n > 2 le groupe symetrique &, admet un unique morphisme de
groupes non-trivial a valeur dans {£1}: on Uappelle ”signature” et on la note

S, — {£1}

S 5 sign(o)’

Son noyau s’appelle groupe alterne et est note A,,. C’est ['unique sous-groupe d’indice 2 de
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LEMME 4.2. Soit G un groupe et H un sous-groupe d’indice 2 alors H est distingue dans
G et H est le noyau d’un morphisme de groupes nontrivial G — {£1}.
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4.1. Polytopes.

DEFINITION 4.3. Un demi-espace (affine) ferme dE C R* est l’ensemble des points de
satisfaisant la condition suivante

dE =dEg ), = {7 € R*, (V,W) < h} ={(z,y,2) € R*, ax +by+cz—h <0}
avec W = (a,b,c) € R*, h € R. C’est un ferme non-borne de R* dont la frontiere est le
plan affine d’equation
Pgn:ar+by+cz=h.
DEFINITION 4.4. Un polytope P C R? est un sous-ensemble compact d’interieur non-vide

obtenu comme intersection d’un ensemble fini de demi-espaces fermes de R3:
t

P:dei

i=1
avec

avec w; € R* et h; € R.



DEFINITION 4.5. Un ensemble Q C R3 est convexe si et seulement si

VP, P € E, le segment [P, P'] est contenu dans ).
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THEOREME 4.5. Soit un polytope de la forme
J

P =()dE;
i=1

Supposons que dans l’ecriture precedente le nombre f de demi-espaces dont P est l'intersection,
est minimal.
(1) les demi-espaces
{dEla i = ]-7 7f}

et les plans associes {P;, i =1,---, f} sont uniquement definis par P.

(2) Pour chaque i = 1,---, f, lintersection ¥; = P; NP est un polygone compact
conveze d’interieur non-vide et est contenu dans la frontiere OP = P — P°. On
Uappelle la i-eme face de P.

(3) La frontiere est la reunion des faces de P

f
8P:UE.
=1

PW‘KVL "
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THEOREME 4.6. Chaque face F; € F(P), est un polygone convexe compact d’interieur
non-vide contenu dans le plan P; : [;(P) = 0. L’interieur est donne par

F; ={PcR? [;(P)=0, Vj #4, I;(P) <0}
Soit I(F;) C {1, -+, f} —{i} un ensemble d’indices de taille minimal, tel que F; est definie
par les conditions
F, = {P c P, lZ(P) =0, Vj € I(Fl) lJ(P) <0, }

alors 1(F;) est unique et la frontiere de F; est constituee d’une reunion finie de segments
d’interieurs non-vides
oF,i = |J A

JEI(Fi)
donnes par
Aij=F;NP; ={PeR’ Li(P)=1;(P)=0, vj € I(F;) - {j} l;(P) < 0}.

Ses segments sont appeles aretes de F; et I’ ensemble de ces aretes est note A(F;). Pour
chaque arete, il existe exactement deux k,l € I(F;)—{j} distincts tels que les deuz extremites
de A;; Py, P, appeles sommets, sont definies par

i(Py) = 1j(Py) = l(Px) = 0, l;(P) =1;(P) =1,(P)=0



AP)={A;;, i=1,---,f j€I(F;)} C Segments de R

S(P) = { P, sommets de l'arete A; j, i =1.---, f, j € I(F;)} C Points de R".

DEFINITION 4.7. Soit s(P),a(P), f(P) le nombre de sommets, d’aretes et de faces de
P. La caracteristique d’Euler de P est la somme alternee

x(P) = s(P) —a(P) + f(P).

THEOREME 4.7 (Euler). On a
x(P) =2.
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PROPOSITION 4.9. Deux aretes distinctes ne s’intersectent que si elle appartiennent a
une meme face; leur intersection est un sommet commun. Deux faces distinctes s’intersectent
soit en un sommet, soit le long d’une arete commune. Dans ce dernier cas on dit que les
faces sont adjacentes.



Duwedile

DEFINITION 4.9. Soit P un polytope. On suppose que 0 € P°. Le dual de P est
Uensemble des points de R3 defini par

P={QecR’ YPeP, (PQ) <1}

THEOREME 4.8. Le dual d’un polytope tel que 0 € P° est un polytope d’interieur non-
vide tel que 0 € P° et defini comme lintersection de s(P) demi-espaces

P={QecR? VP e SP), (P,Q)—1<0}

Les ensembles suivants sont en bijection

~ S(P) et F(P).
— F(P) et S(P).
— A(P) et A(P).

De plus ces bijections renversent les relations d’inclusion.

e‘t Pﬂ—ﬁmwv:f &n m&ftiom ol)a, da_Ol-mC.e,



4.3. Polytopes reguliers/ Solides platoniciens.

DEFINITION 4.10. soit P un polytope; un drapeav de P est la donnee d’un triplet
D = (S,A,F) e S(P) x A(P) x F(P)
tel que
SCACFCP.
On note D(P) U'ensemble des drapeaux de P

DEFINITION 4.11. Un polytope est requlier si son groupe d’isometries agit transitivement
sur Uespace des drapeaux D(P). Un polytope regulier est appelle solide platonicien.

Y

THEOREME 4.9. A isometrie et homothetie pres, les seuls polytopes reguliers sont le

tetraedre (regulier), l’hexaedre (requlier) encore appelle "cube”, 'octaedre regulier et l’icosaedre
(regulier)



