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Géométrie Riemannienne Exercices
Série 1 22 février 2022
1.1. (a) Exprimer la métrique euclidienne de R? en coordonnées polaires.

1.2

1.3.

1.4.

(b) (Surface de révolution) Soit v : [0,1] — R? une courbe plane réguliére paramétrée par
longueur d’arc. On pose y(u) = (r(u), 2(u)) et on suppose que 7(u) > 0. On obtient une
surface S qui est une sous-variété de R? par rotation de v autour de 'axe Oz. Cette surface
est paramétrée par

U(u,0) = (r(u)cos,r(u)sinb, z(u)).
Calculer le rappel de la métrique euclidienne de R? dans le systéme de coordonnées (u, ).

(c) Soit n > 1et N = (0,---,0,1) le pole nord de la sphére unité S* de R™*!. Considérons la
projection stéréographique f de S"\{N} dans I’hyperplan R™ des n premiéres coordonnées
de R™*! qui associe & un point z 1'unique point d’intersection de la droite passant par N et
x avec R™. Montrer que f envoie la métrique sphérique usuelle de S"\{N} sur la métrique

Ayl daf
Y
(1+ l=1)

(d) Calculer cette métrique dans le cas de la sphére de rayon a > 0 (centrée en 0).

Soit (M, g) une variété Riemannienne connexe. Pour p,q € M, on note Cp, 'ensemble des
chemins v : [a,b] — M reliant p & ¢ qui sont continus et de classe C'! par morceaux . Montrer
que

dg(p, q) := nf{l(y) | 7 € Cpg}

définit une métrique sur M.
Soient p € R et f : R® — R™ donnée par f(x) = ||z||?" - .

(a) Pour quelles valeurs de p la fonction f est elle conforme?

(b) Montrer que quand p = —1, l'application f est une isométrie pour la métrique sphérique de
Iexercice 1.1 ¢).

Si U est un ouvert d’une variété semi-Riemannienne (M,g) et z!,..., 2" est un systéme de
coordonnées locales sur U, alors on définit le volume de (U, g) par

Vol, (U) :/U,/|det(gij)ydx1mdx".

Démontrer soigneusement que cette notion est indépendante du choix du systéme de coordonnées.



