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Série 1 - Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Il n'y a pas d'exercice (+) dans la premi�ere s�erie.

Exercice 1. Soit R un anneau.

i) Montrer que l'�el�ement 1 est unique.

ii) Montrer qu'un �el�ement inversible r 2 R� n'est pas un diviseur de z�ero.

iii) Montrer que deux polynômes

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + � � � et q(x) = b0 + b1x+ b2x

2 + � � � 2 R[x]

sont �egaux si et seulement si ai = bi pour tous i.

iv) Soit Rn�n l'anneau des matrices n � n sur R. Montrer que le centre de Rn�n est
Z(Rn�n) = faIn : a 2 Z(R)g.

Solution. i) Soit 10 un �el�ement tel que a10 = 10a = a pour chaque a 2 R. Alors

10 = 1 � 10 = 1:

ii) Soit r 2 R� et a 2 R. Si ra = 0, alors r�1ra = r�10 = 0 et donc 1 � a = a = 0.
C.-�a-d. r n'est pas un diviseur de z�ero.

iii) Si ai = bi pour tous i, alors p(x) = q(x). Si p(x) = q(x), alors p(x)� q(x) = 0.
Th�eor�eme 1.1 (ii) implique ai � bi = 0 pour tous i, c.�a.d. ai = bi pour tous i.

iv) Pour A 2 Rn�n et a 2 Z(R) on a (aIn)A = aA et A(aIn) = (AIn)a = Aa = aA.
La derni�ere �egalit�e est justi��ee du fait que a 2 Z(R).

Soit C 2 Z(Rn�n) et Aij 2 Rn�n la matrice d�e�nie par

(Aij)kl =

8<
:0 si k 6= i ou l 6= j

1 autrement.
:
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La matrice CAii est nulle partout sauf la i-�eme colonne qui est la i-�eme
colonne de C. De même, la matrice AiiC est nulle partout sauf la i-�eme ligne
qui est la i-�eme ligne de C. Comme on a CAii = AiiC pour tout i, on d�eduit
que C est une matrice diagonale : C = diag(c1; : : : ; cn). Par suite, la matrice
AijC est nulle partout, sauf l'�el�ement (AijC)ij = cj, et la matrice CAij est
nulle partout, sauf l'�el�ement (CAij)ij = ci. �A nouveau, CAij = AijC, et donc
C = cIn pour un c 2 R. En�n, crIn = cInrIn = rIncIn = rcIn, d'o�u c 2 Z(R).

Exercice 2. 1. Trouver le polynôme f(x) 2 Z5[x] de degr�e au plus 4 tel que f(0) = 1,
f(1) = 2, f(2) = 4, f(3) = 0, f(4) = 4. �Etablir un syst�eme d'�equations lin�eaires
correspondant.

2. Faire la division avec reste des polynômes f(x) = 3x4+2x2+x+1 et 2x2+3x+2
sur le corps Z5.

Solution. 1. Soit le polynôme f(x) = a+ bx+ cx2 + dx3 + ex4. On a que

a = 1

a+ b+ c+ d+ e = 2

a+ 2b+ 4c+ 8d+ 16e = 4

a+ 3b+ 9c+ 27d+ 81e = 0

a+ 4b+ 16c+ 64d+ 256e = 4

On peut simpli�er le syst�eme, vu que les coe�cients sont dans Z5. On doit
r�esoudre le syst�eme :

0
BBBBBB@

1 0 0 0 0
1 1 1 1 1
1 2 4 3 1
1 3 4 2 1
1 4 1 4 1

1
CCCCCCA

0
BBBBBB@

a

b

c

d

e

1
CCCCCCA
=

0
BBBBBB@

1
2
4
0
4

1
CCCCCCA

On r�esout ce syst�eme d'�equations sur Z5 et on trouve des valeurs pour
a; b; c; d; e. Le syst�eme donne comme solution a = 1; b = 0; c = 3; d = 4; e = 4.
Le polynôme f(x) sera donc f(x) = 1 + 3x2 + 4x3 + 4x4.

2. On trouve que 3X4 + 2X2 +X + 1 = (2X2 + 3X + 2)(4X2 + 4X + 1) + 4.
En d�etails:

3x4 + 2x2 + x+ 1 2x2 + 3x+ 2

3x4 + 2x3 + 3x2 4x2 + : : :

3x3 + 4x2 + x+ 1
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3x4 + 2x2 + x+ 1 2x2 + 3x+ 2

3x4 + 2x3 + 3x2 4x2 + 4x+ : : :

3x3 + 4x2 + x+ 1
3x3 + 2x2 + 3x

2x2 + 3x+ 1

3x4 + 2x2 + x+ 1 2x2 + 3x+ 2

3x4 + 2x3 + 3x2 4x2 + 4x+ 1

3x3 + 4x2 + x+ 1
3x3 + 2x2 + 3x

2x2 + 3x+ 1
2x2 + 3x+ 2
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Exercice 3. Soit K un corps. Montrer que le d�eterminant de A = Vr0;:::;rn 2 K(n+1)�(n+1)

est
det(Vr0;:::;rn) =

Y
0�i<j�n

(rj � ri):

Solution. On montre que det(A) =
Q

0�i<j�n(xj � xi) par r�ecurrence :

Pour n = 1, A =

 
1 x0
1 x1

!
et clairement det(A) = x1 � x0.

Pour n > 1: On modi�e A par l'addition de (�x0) fois la colonne j �a la colonne
j + 1 pour j = n; n� 1; : : : ; 1, pour obtenir la matrice

A0 =

0
BBBBBBB@

1 0 0 : : : 0
1 x1 � x0 x21 � x1x0 : : : xn

1 � xn�1
1 x0

...
...

...
...

...
1 xn�1 � x0 x2n�1 � xn�1x0 : : : xn

n�1 � xn�1
n�1x0

1 xn � x0 x2n � xnx0 : : : xn
n � xn�1

n x0

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

1 0 0 : : : 0
1 x1 � x0 (x1 � x0)x1 : : : (x1 � x0)x

n�1
1

...
...

... : : :
...

1 xn�1 � x0 (xn�1 � x0)xn�1 : : : (xn�1 � x0)x
n�1
n�1

1 xn � x0 (xn � x0)xn : : : (xn � x0)x
n�1
n

1
CCCCCCCA
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Alors det(A) = det(A0) =
Qn

i=1(xi � x0) det(B
0) o�u B0 est la matrice donn�ee par

B0 =

0
BBBBBBB@

1 x1 x21 : : : xn�1
1

1 x2 x22 : : : xn�1
2

...
...

... : : :
...

1 xn�1 x2n�1 : : : xn
n�1

1 xn x2n : : : xn�1
n

1
CCCCCCCA

Par l'hypot�ese de r�ecurrence, det(B0) =
Q

1�i<j�n(xj�xi), et donc det(A) = det(A0) =Q
0�i<j�n(xj � xi).

Exercice 4. Soit K un corps et a0; a1; : : : ; an 2 K des �el�ements distincts (n � 1). On
d�e�nit

ck(x) =

Q
i 6=k(x� ai)Q
i 6=k(ak � ai)

et soit f(x) 2 K[x] un polynôme tel que f(x) = 0 ou deg(f(x)) � n. Montrer que

f(x) = f(a0)c0(x) + f(a1)c1(x) + � � �+ f(an)cn(x):

Solution. Remarquons que les polynômes ck sont tous de degr�e n et valent 1 en
x = ak et 0 en ai, i 6= k.

On a donc, par construction des ck, que la somme

g(x) := f(a0)c0(x) + f(a1)c1(x) + � � �+ f(an)cn(x)

est un polynôme de degr�e n v�eri�ant g(ak) = f(ak) 8k.
De plus, d'apr�es le cours, pour que deux polynômes de degr�es n soient �egaux

il faut et il su�t qu'ils soient �egaux en n+ 1 valeurs distinctes. D'o�u g � f .

Exercice 5. (*)
Soit R un anneau et � 2 Z(R) un �el�ement du centre de R. Montrer que l'application

�: R[x] ! R

f(x) 7! f(�)

est un morphisme d'anneaux surjectif.

Solution.

4


