Prof. Friedrich Eisenbrand 25 février 2022

Algeébre linéaire avancée I
printemps 2022

Série 1 - Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Il n’y a pas d’exercice (+) dans la premiére série.

Exercice 1. Soit R un anneau.
i) Montrer que I’élément 1 est unique.
ii) Montrer qu’un élément inversible r € R* n’est pas un diviseur de zéro.

iii) Montrer que deux polynémes

p(z) =ao+ a1z +axz® +--- et g(z) =bo+biz+ bz’ + -+ € R[z]
sont égaux si et seulement si a; = b; pour tous 1.

iv) Soit R™*" I’anneau des matrices n x n sur R. Montrer que le centre de R**" est
Z(R™™) ={al,: a € Z(R)}.

Solution.  2) Soit 1’ un élément tel que al’ = 1'a = a pour chaque a € R. Alors

'=1-1"=1.

it) Soitr € R* eta € R. Sira=0, alorsT 'ra=7r'0=0 et doncl-a=a=0.
C.-a-d. r n’est pas un diviseur de zéro.

11) St a; = b; pour tous i, alors p(z) = q(z). Si p(z) = q(z), alors p(z) — ¢(z) = 0.
Théoréme 1.1 (11) impligue a;, — b; = 0 pour tous 1, c.a.d. a; = b, pour tous 1.

w) Pour A€ R*" eta € Z(R) on a (al,)A=aA et A(al,) = (Al,)a = Aa = aA.
La derniére égalité est justifiée du fait que a € Z(R).
Soit C € Z(R™ ") et AY € R™" la matrice définie par

0 stk#iroul#y
1 autrement. '

(A7) = {



La matrice CA* est nulle partout sauf la i-éme colonne qui est la i-éme
colonne de C. De méme, la matrice A*C est nulle partout sauf la i-éme ligne
qui est la 1-éme ligne de C. Comme on a CA" = A*C pour tout 1, on déduit
que C est une matrice diagonale : C = diag(cy,...,c,). Par suite, la matrice
A"C est nulle partout, sauf l’élément (A”C’)U = cj, et la matrice CAY est
nulle partout, sauf l’élément (CAY);; = c;. A nouveau, CAY = AYC, et donc
C = cl, pour un c € R. Enfin, crl, = cI,rl, = rI,cl, = rcl,, d’ou c € Z(R).

Exercice 2. 1. Trouver le polynéme f(z) € Zs[z] de degré au plus 4 tel que f(0) =1,
f(1) =2, f(2) =4, f(3) =0, f(4) = 4. Etablir un systéme d’équations linéaires
correspondant.

2. Faire la division avec reste des polynémes f(z) = 3z*+2z%+z+1 et 222+ 3z +2
sur le corps Zs.

Solution. 1. Soit le polynéme f(z) = a + bz + cz? + dz° + ez*. On a que

a=1

a+b+c+d+e=2
a+2b+4c+8d+ 16e =4
a+3b+9c+27d+8le=0
a + 4b + 16¢ + 64d + 256e = 4

On peut simplifier le systéme, vu que les coefficients sont dans Zs. On doit
résoudre le systéme :

1 00 0 0\ /a 1
11111 b 2
1 2 431 c|= 1|4
13 42 1||d 0
1 41 41 e 4

On résout ce systeme d’équations sur Zs et on trouve des valeurs pour
a,b,c,d,e. Le systéme donne comme solution a = 1,b=0,c = 3,d = 4,e = 4.
Le polynéme f(z) sera donc f(z) =1+ 3z2 + 4z° + 4z°.

2. On trouve que 3X* +2X?+ X +1=(2X?+3X +2)(4X?+4X + 1) + 4.

En détails:
3zt + 222+ + 1222 +3z+2

3z* + 223 + 322 4z% + ...

3z3 4+ 42+ +1



3zt + 222+ + 1

3z* + 228 + 312

222 +3z 42

3z +4z2+z+1
3z3 +22° + 3z

222 + 3z + 1
3zt 4+ 222+ +1

3z% + 228 + 372

4z° + 4 + . ..

272 + 3z + 2

4z + 4+ 1

3z3 +4z2+z+1
322 + 222 + 3z

222 + 3z +1
222 + 3z + 2

4

Exercice 3. Soit K un corps. Montrer que le déterminant de A = V,, . € K{r+ix(n+l)

est
det(‘[ro,...,rn) —

[

(rj —mi).

0<i<g<n

Solution. On montre que det(A) = [To<;c;j<n(T;

— z,;) par récurrence :

1 )
Pourn=1, A= 1 zo et clairement det(A) =z, — zo.
1
Pour n > 1: On modifie A par l’addition de (—z) fois la colonne j d la colonne
7+ 1pour j=n,n—1,...,1, pour obtenir la matrice
1 0 0 0
1 z;— o T2 — 129 Tt — 27tz
A =
1 Zp1—To 22 | —Tp 13T Tt | — T 1T
1 z,—o T2 — T, T z? — 2tz
1 0 0 0
1 z1— 1z (z1 — zo)z1 (z1 — zo)zp !
1 ZTp1—To (Tno1—T0)Tno1 - (Tw_1— To)Tp i
1 z,— Zo (Tr, — To)Tp (Tn, — To)zP ™t



Alors det(A) = det(A’) =TI, (z; — zo) det(B’) ou B’ est la matrice donnée par

1 =z, 2 7t

1 z, 2 Tyt
BI_ . .
2

Tn-1 Th Ty

T, 2 znt

Par l’hypotése de récurrence, det(B') = [11<;;<n(T;—%:), et donc det(A) = det(A') =
[o<icj<n(T; — T4).

Exercice 4. Soit K un corps et agp,ai,...,a, € K des éléments distincts (n > 1). On
définit
[Tize(z — a;)
[Tizr(ar — as)
et soit f(z) € K[z] un polyndme tel que f(z) = 0 ou deg(f(z)) < n. Montrer que

f(z) = f(ao)eo(z) + f(ar)er(z) + - - + flan)en(2).

Solution. Remarquons que les polynémes c, sont tous de degré n et valent 1 en
r=a, et0ena; 1 #Kk.
On a donc, par construction des ¢, que la somme

9(z) == f(ao)eo(z) + flar)e(z) + -+ + f(an)en(z)

est un polynéme de degré n vérifiant g(ax) = f(ax) Vk.
De plus, d’aprés le cours, pour que deux polynémes de degrés n soient égauzx
il faut et il suffit qu’ils soient égaux en n + 1 valeurs distinctes. D’ou g = f.

ce(z) =

Exercice 5. (*)
Soit R un anneau et a € Z(R) un élément du centre de R. Montrer que l'application

®:Rlz] » R
f(@) = f(a)

est un morphisme d’anneaux surjectif.

Solution.



