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Série 3

L’exercice marqué d'un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. 1. (4) Soit V un espace vectoriel réel et soit B = {v;,...,vs} une base
de V. Soit f ’endomorphisme défini par

f(v1) = vy — g, f(v2) = 2uy — 63, f(vs) = —2v1 + 2vs, f(Va) = V2 — 3v3 + Va.

Ecrivez la matrice Ap de 'application f dans la base B = {vy,...,v,}. BEst-
ce que f est inversible? Si oui, écrivez la matrice Ag' de l'application inverse
fl.v—V.

2. Maintenant, soit g un autre endomorphisme défini par

9(v1) = v1 + 2v3, 9(v2) = v3 + V4, g(vs) = V1 + V2 + v3, 9(va) = 3v2 — 2v3.

Ecrivez la matrice Cz de 'application g dans la base B = {vy,...,v,}. BEst-
ce que g est inversible? Si oui, écrivez la matrice Cz' de l'application inverse
gtV —V.

3. Maintenant soit B’ = {wy, ..., ws} une autre base de V telle que

U1 = W1 + W, Vg = W3 + Wye, V3 = W1 + Wz + W3, Vs = Wa + Wy.

Ecrivez la matrice Pgp de changement de base, c.2.d. [v]s = Pgp/[v]p. Ecrivez
la matrice Ag: de ’application f dans la base B’, et la matrice Cz de ’application
g dans la base B'.
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Exercice 2. Calculer les valeurs propres et les espaces propres des matrices suivantes sur
R et sur C (mais avec ¢ € [0,27) C R dans le cas 2).
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Exercice 3. Sachant que det | d e f | =5, calculer det g h 1
g h 1 4d+ 39 4e+3h 4f + 3

Exercice 4. Soient V un espace vectoriel de dimension n sur un corps K, et f: V -V
un endomorphisme. On dit qu'un sous-espace vectoriel U C V est tnvariant par f si
f(U) C U. Montrer que les espaces propres de f* = fo fo---o f sont invariants par f.

Exercice 5. Déterminer si les matrices suivantes sont diagonalisables.

2 4 1
1.A=|0 i 2 |eC®s,
00 -1
5 —1 —1
2.B=|-1 5 —1|¢cR¥S,
-1 -1 5
00 —1
3.0=1]10 1 |ecc®:
01 1

Exercice 6. (*) Une matrice A € K™*" est appelée diagonalisable si 'endomorphisme
¢: K™ — K" défini comme ¢(z) = Az est diagonalisable.

Démontrer que A est diagonalisable si et seulement s’il existe U € K™*" inversible telle
que U AU est une matrice diagonale.



