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1.1. (a) La métrique s’écrit en coordonnées polaires sous la forme
g = grrdr® + gredrdd + ggedd*

et I’exercice consiste a expliciter les fonctions g, gro et ggg. On sait que ces fonctions sont
données par la valeur de la métrique sur les champs de coordonnées. La paramétrisation du
plan en coordonnées polaires,

(z,y) = p(r,0) = (rcos,rsinf)

fournit un systéme de coordonnées locales et les champs associés sont

0  Odp .
o (cosb,sin )

et
9 _ 0y _

20~ 96
Il reste & calculer tous les produits scalaires (avec la métrique euclidienne) possibles entre
ces deux champs de vecteurs. On trouve finalement

(—rsiné,rcosb).

g = dr?® +r%d6>.

(b) La méthode est similaire puisqu’on dispose d’une paramétrisation de la surface donc d’un
systéme de coordonnées locales. Les champs associés a ce systéme de coordonnées sont
donnés par

;i = gi = (r'(u) cos 0, 7' (u) sin 0, 2’ (u))
« o 08
6= 50~ (—r(u)siné, r(u) cos §,0).

On calcule ensuite les produits scalaires entre ces champs. En utilisant 7/(u)? + 2/(u)? (qui
traduit 'hypothése que la courbe v est paramétrée par longueur d’arc), on obtient

g = du® 4 r(u)?df.

(c) Pour pouvoir rappeler la métrique de S sur R™, on utilise I'inverse de la projection stéréo-
graphique,
p=f":R"—S"

2y Jyl* -1
cp(y) = ) s 2 .
(!yll +1 [lylI" +1
(voir par exemple https://fr.wikipedia.org/wiki/Projection_stéréographique) La métrique
que 'on cherche est alors g = ¢*gs, ou plus explicitement,

Cette application vaut

Gy (s 1) = (gsp) o) (dysp -, dysp - ).


https://fr.wikipedia.org/wiki/Projection_st�r�ographique

On doit maintenant différentier . Calculons d’abord la différentielle de ||y||?:

Ci‘t:o (v, y) +2{y, v) + (tu, tu)) = 2(y, v).

d d
dyHH2u = %‘t:0‘|y+tu”2 = @‘tﬂ(y—i—tv,y—i—tw = di

On obtient donc:

; < 2u 4y < u,y > 4<u,y>>
yf = 2 - 2 ' 2 :
lyll"+1 (vl + 1) (lylI”+1)2

Il est maintenant facile de calculer I’expression de g; on obtient

2
Allu]

PO 1

On peut faire un calcul en coordonnées (ici en dimension 2) qui donne le méme résultat et
qui peut paraitre plus facile au premier abord.

La paramétrisation de la projection stéréographique inverse s’écrit:

1

)\ 2921, 942 2 2 2 A _ .
Y(u,v) (u,v) (2a*u,2av,a(u” +v a®)), avec (u,v) 2ol 1 a2

I1 peut étre utile et rassurant de vérifier qu'on a bien |[¢(u,v)|| = a (i.e. ¥(u,v) appartient
a la sphere S,)).

Pour calculer le tenseur métrique, il est utile de noter que

oA oA
IA _ 92 = = 2%,
ou “ v !
On a (aprés quelques calculs)
b = ? = 2a’\? ((a* — u? 4 v?), —2uv, 2au)

on voit facilement que g2 = (b1,b2) = 0. On a aussi
g11 = (b1,b1) = 4a*)\* ((CL2 —u? + 1)2)2 + 4u0® + 4a2u2) = 4a*)\2

et de méme goo = 4a*)2. Ainsi le tenseur métrique est

Glu, v) = 4a*\(u, v)? ( (1) (1) > ,

que l'on écrit souvent sous la forme

4a(du? + dv?)

ds? = .
5 (a2 + u? +v?)?

(Les calculs confirment que les champs by et by sont linéairement indépendant et donc la
paramétrisation est réguliére).



1.2.

(d) Le raisonnement est similaire; on trouve cette fois

W) ( 2a%y <1 2a2 ))
p(y) = (—5——,a(1- —5—
lyl? + a2 Ilyl* + a2

4a” ||u]*

a7 full”
(a+ Iyl

puis

gy(“? u) =

On observe tout d’abord que ’ensemble sur lequel on prend l'infimum n’est pas vide, c¢’est-a-dire
qu’étant donnés p et ¢ dans M, il existe bien un chemin qui joint p & ¢ (autrement dit un espace
topologique qui est a la fois connexe et une variété différentiable est connexe par arc). Ensuite on
peut régulariser un chemin continu pour le rendre C! (par un argument de densité). Admettons
tout ca et vérifions seulement que d, vérifie les axiomes d’une distance.

(a)
(b)

dg(p,q) = dg(q,p) est évident puisqu’un chemin de p & ¢ se transforme en un chemin de ¢ &
p de méme longueur en renversant le sens de parcours.
Fixons trois points p, ¢ et r de M et vérifions I'inégalité triangulaire. Soit ¢ > 0. Par
définition d’un inf, on sait qu’il existe un chemin ¢ joignant p & ¢ et un chemin ¢ joignant
q a r et tels que
l(c) < dy(p,q) + ¢ et I() <dy(r,q) +e.

La concaténation des chemins ¢ et ¢’ fournit un chemin de p a r de longueur I(c) + I(c/).
Ainsi

dg(p,7) <llcUd) =1(c) +1() < dy(p,q) + dg(q,7) + 2.
Puisque ¢ est arbitrairement petit, cette inégalité suffit.
dg(p,p) = 0 est évident.
Le point délicat de ’exercice consiste & montrer que si p et ¢ sont deux point distincts, leur
distance est strictement positive. Prenons donc une courbe ¢ de p & ¢ et montrons que sa
longueur est uniformément minorée.
On peut choisir une carte (U, ) de sorte que p € U et ¢ # U (on utilise ici le fait que
M est séparée !), que ¢(U) = B(0,1) et ¢(p) = 0 (quitte a réduire Pouvert a l'arrivée et
composer par une application affine). Nous allons raisonner dans la carte. On considére
donc la métrique h sur B(0,1) donnée par h = ¢ 1*g de sorte que maintenant, en plus
d’étres difféeomorphes les ouverts U et B(0,1) sont isométriques. Il est donc équivalent de
mesurer des longueurs dans U avec g ou dans B(0,1) avec h.
La boule fermée B(0, %) est compacte donc il existe une constante A telle que pour tout
z € B(0, 3) et pour tout u € R",

AMul® < ho(u,u)

(les normes sont équivalentes et la constante ne dépend pas du point par compacité). On
note enfin v la courbe ¢ o ¢ et ¢ le temps auquel « touche la sphére S(0, %) Alors

t
/ V9e(s)(¢/ (s),¢' () A1
0
t
= /0 V() ()7 (5)

/0 A dt
/X

2

l()

WV

WV

3



1.3.

(a) On va donner deux fagons différentes de montrer que f est conforme si et seulement si
p=0,-1.

e Premiére facon:

Calculons d, f, en utilisant le calcul de la différentielle de la norme au carré effectué
dans Pexercice 1.1 ¢) et la régle de dérivation en chaine.

d -
dof v = Ll _of (@ +t0) =[]0 + 2l @, v)a

- e o)

Ceci est I'identité dans le cas ol p = 0 et est une réflexion & travers un plan perpen-
diculaire & z multiplié par une dilatation par ||z||~2 si p = —1. Si p n’a pas une de ces
deux valeurs, alors f n’est pas une similitude, et ne peut donc pas étre conforme.

Seconde fagon (Cette approche est plus Riemannienne que la premiére).
Notons y = f(x), y* = f!(z) et Eucl la métrique Euclidienne. Si on note g = f*Eucl,

alors
3} 0
9i; = (S <69ﬂ> e <M>>
B <(9f“i afv o >
Y0zt Oyr’ Oz Oy
_opop 0 o
0zt Qxd Oyn’ Oy
_ oftor
Ozt Oxd M
Off of"
9zt dxi”
On a ft(x) = ||z||?Px#, par conséquent
orr 0 2P o H 258 — (|20 [ s* z'zh
50 () = gz el P + 1270 = ol 7 (3 + 2010 )
Donc on obtient, en posant r = ||z|

xlah xd xh
g = "y <5§‘+2pr2 ) ((5f+2p > >
“w

H 4n? o
= r4pz <5f(5”+2p6“ +2p 5“x i i(w“)zx’x]>.

vl 4p?
gijZT <4 2 4 )

4p+p°), 2)
—— (") ).

Si i # j, alors

Sii = j, alors

gii = P (1 + 2

On a donc que p = 0 ou p = —1 si et seulement si g;j = 7‘47’(5ij ce qui est bien la
définition de métrique conforme & la métrique Euclidienne.



(b) Soit

Si p = —1, lapplication f devient f(x) = T2
Il s’agit de montrer que f*g = g.

Par le point précédent, on a que d, f - v = 1\\2 (v — 2|<m’v% x) . Donc:

[l ||

sy 1L 40 > L)
(f*9)ij |z|[* ((1 + [|y|[?)2 (1+ [|=|]*)?

ot on a posé ||y|| = ﬁ

1

1.4. Fixons donc deux systémes de coordonnées zt. --- . 2™ et yt.--- . y™. On a donc deux expressions
b ) b )

de la métrique
g= g gijdx dx’
]
et
_ g I |
9=">_ gijdy'dy
]
associées aux deux choix de coordonnées. Ces deux expressions sont reliées par la formule de
changement de coordonnées des tenseurs vue en cours :

_ ox¥ Ozt
9ij = Z T~
o 0yt oy
On reconnait d’ailleurs la formule de changement de bases pour les formes quadratiques. Notons
en effet A la matrice de terme général

ox”
a¥

La formule de changement de coordonnées se réécrit matriciellement :

(gvu) = AT (gij) A

On a donc

Vol,(U) = /./\det(gw)uxl---dagn
U
= / \/|det tA(gi;)Aldat - - - dx™
U
= /Udet(A)\/|det(g§j)|da:1“-dm".

On reconnait la formule de changement de variable pour les intégrales (det(A) étant le jacobien
du changement de variables). Ainsi

Vol, () = [ y/ldet(ai)lay' -y

ce qu’on voulait.



