Prof. Friedrich Eisenbrand 04 mars 2022

Algebre linéaire avancée Il
printemps 2022

Série 2 — Corrigé

L’exercice marqué d'un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui
marqué d'une (*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué
d’une (*) seront corrigés. La correction sera postée sur Moodle 2 semaines
apres. Les solutions des exercices (*) et (+) seront discutées dans les séances
d’exercices du mardi d’apres et d’avant respectivement. Un des exercices
(*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (+) Soit K un corps et f(z) € K[z| un polyndéme de degré 3.
Montrer que f(z) est irréductible si et seulement si f(z) n'a pas de racines
en K.

Solution. (—) Si le polynéme f(z) a une racine a en K, alors il a un
facteur  — a et donc il est réductible.

(+) S’l est réductible, il admet alors un facteur de degré 1 sur K,
c’est-a-dire que (Bz+7)|f(z). Mats vu qu’on est dans un corps K, cela
implique que l’élément —y/B est une racine de f(z), ce qui contredit
notre hypotheése. Ainst, f(z) n’a pas de racines en K.

Exercice 2.

i) Soit K un corps. Montrer : Un polynéme p(z) divise chaque f(z) €
K|[z] si et seulement si p(z) = a pour un élément a # 0 de K.

ii) Soit K un corps et f(z), g(z) € K[z]\{0}. On consideére les assertions
suivantes: a) f(z) = ag(z), a € K\ {0}. b) f(z) et g(z) ont les mémes
racines (avec multiplicité).

Montrer que a) implique b). Est-ce que b) implique a)? (Justifiez
votre réponse)



Solution. 7) St le polynéme p(z) divise chaque f(z) € Klz], alors il

i)

diwvise ausst les polyndémes de degré zéro, ce qui implique que lui-
méme doit avoir degré zéro, c’est-d-dire p(z) = a pour un élément
a#0 de K.

Pour l’autre direction on doit montrer que st p(z) = a pour un
élément a # 0 de K, alors p(z) divise chaque f(z) € K[z]. Ceci
est évident car K est un corps.

On montre d’abord que a) implique b). On sait que f(z) = ag(z),
avec a € K. St o est une racine de g(z) avec multiplicité m alors
(z—a)™|g(z). Mais ¢a tmplique que (z—a)™|ag(z) = f(z), et donc
que o est ausst une racine de f(z) avec multiplicité auz moins m.
Si on a une racine de f(z) avec multiplicité m, et on veut montrer
que elle est ausst racine pour g(z) avec une multiplicité aur moins
m, la démonstration est stmilaire.

b) n'impliqgue pas a). Ca on voit, par exemple en construisant
deuz polynémes p1(z) # pa(z) sur K de degré au moins 2 qui n’ont
pas de racines. Les polynémes - pi(z) # = - p2(z) ont seulement
une racine, notamment 0 avec multiplicité 1.

Par exemple un peut choisir K = Q, pi(z) = 2 —2 et ps(z) = 2> -3
sur Q. (Ce sont des polynémes irréductibles mémes, parce qu’ils
n’ont pas de racines et sont de degré 2.) Mais z-pi1(z) # a-z-ps(z)
pour chaque a € K.

Exercice 3. Factoriser f(z) € K[z] en polyndmes irréductibles.

a) f(z) =3z*+2, K = Zs. d) f(z)=2*+222+2z+1, K = Zs.

b) f(z) =3z*+ 2, K = Zy;. e) f(z)=za* -2 +z -1, K =7Zs.

c) f(z) =2*+2224224+1, K =%, f) fg)=z*—2*+2—1, K =Z7.

Solution. a) On vérifie si f(z) = 3z* + 2 a des racines en Zs. On com-
mence avec 0: f(0) =2 et donc 0 n’est pas racine. En suite, f(1) =
5=0 et donc 1 est racine. Alors on sait que (z—1) divise f(z). On
fait la division sur Zs et on trouve que f(z)/(z—1) = 323+32*+3z+3.

On continue et on trouve que 2 est une racine pour 3z3+3z%+3z43.

Alors on divise pour (z — 2). En continuant ainsi, on arrive d la
factorisation finale de f(z) qui est f(z) = 3(z+4)(z+3)(z+2)(z+1).

b) f(z) =3(z+5)(z+4)(z+7)



c) f(z)=(z+5)(z+3)(z+1)

d) f(z) = (z+ 1)(z +2)?

e) f(z) = (z+12)(z + 11)(z? + 3z + 6)
f) f(z) = (z + 3)(z + 16)(z® + 15z + 6)

Exercice 4. Calculer gecd(f,g) et p,q € F[z] t.q. gcd(f,9)=p-f+q-¢:
1l f(z)=2*+2,9(z)=2*+42* +z+ 1, K =Zs
2. f@)=2>+1,g9(z) =2+ z*+23+ 22 +2+1, K =7,
3. fle)=2*>—-z-2,9(z)=2°—42®* - 222 + Tz - 6, K = Q.

Solution. 1. On utilise l’algorithme d’Euclide pour calculer le gcd(f, g)
et les coefficients p,q. On commence par dwiser g(z) par f(z).
On trouve que

(2 +4z® +z+1) = (2® + 2)(z + 4) + (42 + 3).

En suite, on divise =2 + 2 par le reste de la premiére division,
c’est-a-dire par (4z + 3). On trouve que

(2% +2) = (4z + 3)(4z + 2) + L.

Alors on a que gcd(f,g) =1 et que (z+3)(z® +4z? +z+ 1)+ (2% +
2)(4z? + 3z +4) = 1.

2. On trouve que gcd(f,g9) =z + 1 et que (z®* +2%)(z* + 1) + (1)(2z® +
s+ ¥+ +z+1l)=z+1

3. On trouve que gcd(f,g9) =z — 2 et que
(—1/42%—1/42°+1/424+1/4) (2> —2—2)+(1/4)(z°—42* 22+ 72— 6) = T2

Exercice 5. (*) Soit f(z) € R[z]\ {0}, deg(f) > 2.

i) Montrer que si deg(f) est impair, alors f(z) n’est pas irréductible.

ii) Montrer, & 'aide du théoréme fondamental de I’algebre’, que si f(z)
est irréductible, alors deg(f) = 2.

Solution.

!Chaque polynéme f(z) € R[z], deg(f) > 1 posséde au moins une racine complexe.
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