EPFL - Printemps 2022 Prof. Z. Patakfalvi
Anneaux et Corps Exercices
Solutions 4

Exercice 1. 1. (0) C Z est premier car Z est intégre (Proposition 1.5.2), non maximal car

0) ¢ (2).

(t) C Z][t] est premier car le quotient Z est intégre, non maximal car (t) C (¢,2) # Z[t].
3. (t) C R[t] est premier et maximal car le quotient est un corps.

(101) C ZJt] est premier. En effet, considérons I’'homomorphisme

¢: Z[t) — (Z/101Z)[t Zaztz — Z ailioit’.

Il est clair que f(t) = >, a;t' € ker si et seulement si [a;]101 = 0 pour chaque 4, donc si et
seulement si 101 divise chaque coefficient, donc si et seulement 101 divise f(t). Cela prouve
que ker{ = (101). Pour conclure, il suffit de montrer que (Z/101Z)[t] est un anneau intégre.
Puisque 101 est un nombre premier, Z/1017Z est un anneau intégre. De maniére générale, si
A est un anneau intégre alors A[t] est aussi intégre (la preuve est un bon exercice), ce qui
conclut.

5. (42) C Z[t] n’est pas premier car 6 -7 = 42, donc non maximal.

6. (t> —2) C Z[t] est premier. En effet, considérons ’homomorphisme d’évaluation
ev 5: Z[t] — R, t— V2.

On montre comme dans I’Exemple 1.4.18 que kerev 5 = (t? — 2). Comme Z[t]/(t* — 2) est
isomorphe & un sous-anneau de R, c’est un anneau intégre, et donc (2 — 2) est premier.
Ce n’est pas un ideal maximal, puisque (t? —2) C (#2 — 2, 3) # Z[t]. Alternativement, on peut
vérifier que imev Noke Z[\/i] n’est pas un corps (par exemple 3 n’a pas d’inverse).
7. (1> —2) C R[t] n’est pas premier car t? — 2 = (t — /2)(t + v/2) dans R[t].
(t +5,10) C Z[t] n’est pas premier car 10 = 2 - 5.
9. (t+5,11) C Z[t] est maximal (donc premier) car le quotient est le corps Z/11Z.
10. (t2 +1,2) C Z[t] n’est pas premier car (t+ 1) =2+ 142t € (12 +1,2).
Exercice 2. 1. Le premier systéme n’a pas de solutions. En effet, si x = 7 + 12k, alors x =
1+ 3-(2+ 4k), ce qui contredit x = 2 (mod 3).
Le second systéme admet une infinité de solutions. En effet, si x = 8 + 12k, alors =z =

2+ 3- (24 4k). Donc le systéme est équivalent & x = 8 (mod 12), qui admet une infinité de
solutions.

2. Pour voir que Z/36Z % 7Z/3Z x Z/127Z on peut par exemple utiliser le fait que le deuxiéme
anneau n’est pas cyclique en tant que groupe abélien : tout élément est d’ordre un diviseur
de 12.

Exercice 3. 1. Prenons z € f~(I). Alors f(x) € I et, par définition de I, on peut écrire

n
= Z B;b;, pour certains §; € B.
i=1

Puisque f est surjective, on peut choisir des «; € A tels que f(«a;) = ;. Posons

n
= E ;C;.
i=1



Par construction f(z) = f(a'), et donc x — 2’ € ker f. Ainsi il existe des v; € A tels que

m
Tr — a:' = E YiQ;
i=1

et cette égalité se réarrange en
m n
T = E Yiai + § aicie(alv"'aamacla"'acn)~
i=1 i=1

Comme z est arbitraire, cela montre que f~'(I) C (ay,...,am,c1,...,c,). L'inclusion inverse
est immeédiate, puisque

flai), f(ej) € I Vi, j.
On a donc démontré 1’égalité désirée.

2. L’Exemple 1.4.10.a montre que kerevy, = (y — b) et kerev, = (z — a). Puisque ker{ =
evb_l(ker evy) (I'égalité est facile a vérifier), par le point précédent on obtient que ker{ =
(r —a,y —b).

Puisque £(\) = A pour tout A € k, on voit que £ est surjective. Par le premier théoréme
d’isomorphisme, on obtient k = k[x,y]/ker £. Par la Proposition 1.5.5, on obtient que ker ¢
est un idéal maximal.

Exercice 4.
Nota bene : la discussion des deux derniers points de cet exercice pourra étre grandement simplifiée
une fois & disposition les propriétés des polynémes irréductibles.

1. Par 'Exemple 1.4.18 on a Z[i] = Z[t]/(t* + 1). Par la Proposition 1.4.41 on a

Z[t]/(p)
(% + [1]p) - (Z[t)/(p))

Z[t]/ (2 + 1)
p- (Z[t]/(t* + 1))

Z[il/ (p) = = Z[t)/ (p. t* + 1) = = Fplt]/ (2 + [1p)-

2. Dans le cas ot p = 5, on remarque que [2]5 et [3]5 sont des racines de t> + [1]5 € F5[t]. En
particulier on a la factorisation

4+ [1]s = (t — [2]5) - (t — [3]5)- (1)

Remarquez que (t—[2]5) — (t—[3]5) = [1],. Donc les idéaux générés respectivement par t —[2]5
et par ¢ —[3]5 sont premiers entre eux. Le théoréme des restes chinois (Théoréme 1.4.50) donne

alors
F5t] ~ Fslt] F5t]
(N —Bs -2 G Bh @)

L’évaluation en t = [2]5 induit un ismorphisme

et d’'une maniére similaire on a

On prétend pour finir que (¢t — [2]5) N (t — [3]5) = (¢? + [1]5). L’inclusion D est claire, en vue
de la factorisation (1). Inversément, prenons un élément f(¢) appartenant a 'intersection des
deux idéaux. On peut écrire



pour certains g(t), h(t) € F5[t]. Considérons I'image de f(t) par I'évaluation evyy en t = [2].
On a
evig (f(1) = eviy ((t = [2)g(t)) = 0
d’une part, et
evi (f(t)) = evg ((t — B)A(t)) = —eviy(h(t))
d’autre part. Ainsi evy(h(t)) = 0, et puisque kereviy = (¢ — [2]) on en déduit que h(t) =
(t — [2])j(t) pour un certain j(t) € F5[t]. On peut ainsi écrire

F(&) = (¢ = B~ [2Di(8) = (¢ + [1])5(1)

ce qui montre que f(t) € (2 + [1]).
En combinant tout cela dans (2), on obtient

Fs|t]

@ e

ce qui implique que Z[i]/(5) = F5 x F5 en vue du point précédent.

. On prétend qu'il existe un isomorphisme Z[i]/(p) = Fp, x F), si et seulement si —1 posséde
deuz racines carrées distinctes modulo p.
Supposons d’abord que 'on puisse écrire a? = —1], = b? dans F, avec a # b. Puisque

kerev, = (t — a), on peut écrire
2+ [y = (t—a)(t =)
et on prétend que ' = b. En effet,

F,20=0"+[1]=ev,(t? +[1]) = (b —a)(b— 1)
~——
£0
et comme F,, est intégre, on obtient que b — b = 0. De plus, (t —a) —(t —b) =b—a # 0
est un élément inversible de IF,,, donc les idéaux (t — a) et (¢t — b) sont premiers entre eux. En
appliquant le théoréme des restes chinois comme dans la partie précédente, on trouve que

Fp[t]
(t—a)n(t—0)

=T, x Fp.

Puisque b — a # 0 est inversible dans F,, on obtient comme dans le point précédent que
(t—a)n(t—>b) = (t2 +[1]) (ot l'on avait utilisé que [2]5 — [3]5 = —[1]5 est inversible dans
F5), et donc que
. F,[t]
Z > PO o~F, xF,.
[Z]/(p) (t2 + [1]) p X p

Remarquons si a € F), est une racine carrée de [—1],, alors —a en est aussi une. Or si p # 2
on a a # —a. Il nous reste ainsi a traiter deux cas : celui de p = 2, et celui ou [—1], n’a pas
de racine carrée dans IF,,.

Commencons avec le cas p = 2. Alors t2 + [1]o = (¢ + [1]2)?, et ainsi il existe un élément
0 # z de Fa[t]/(t? + [1]) tel que 22 = 0 (on dit que cet anneau quotient est non-réduit) : on
peut prendre x comme étant I'image de ¢ + [1]o dans le quotient. Or il n’existe pas d’élément
non-nul dans Fy x [Fy satisfaisant une telle propriété, donc il ne peut y avoir d’isomorphisme
entre ces deux anneaux.

Pour finir, supposons qu’il n’existe pas de racine carrée de —1 dans IF,. On prétend que
Fp[t]/(t* + [1]) est un anneau intégre. Fixons une clotiire algébrique F,, de F, et choisissons
une racine carrée i € F, de —1. On considére 'homomorphisme d’évaluation

evi: Fylt] — Fp, tri.



~

Puisque F,[t]/ kerev; & imev; C F, et que F, est intégre, on voit que F,[t]/ kerev; est un
anneau intégre. On prétend que kerev; = (¢2 + [1],). L’argument est le similaire & celui de
I’'Exemple 1.4.18. Pour finir, on prétend que Fp[t]/(#? + [1]) n’est pas isomorphe a F,, x F,, :
en effet, cet anneau produit n’est pas intégre.

Exercice 5.
Soit p un idéal premier de A x B. Puisque

ona (0,1) € pou (1,0) € p. Supposons que (0,1) € p et considérons ’ensemble
qg:={a€A|3be B:(a,b) ep} C A

On prétend que q est un idéal premier et que p = q X B.

1. Montrons que p = q x B. L’inclusion C est claire. Inversément, prenons a € q et b € B. Par
construction de g, il existe b’ € B tel que (a,V’) € p. Alors (a,0) = (1,0)(a,b’) € p. Puisque
(0,1) € p, on a aussi (0,b) = (0,b) - (0,1) € p. Ainsi (a,b) = (a,0) + (0,b) € p. Ceci établit
Iinclusion D.

2. Si a,d’ € q, il existe b,b’ € B tels que (a,b) et (a’,V’) sont des éléments de p. Donc (a,b) +
(', 0)=(a+d,b+b)ep,etainsi a+ da € q. Donc q est stable par addition.

Gardons a € q avec (a,b) € p, et prenons xz € A. Alors (a,b) - (x,0) = (ax,0) € p. Donc
ax € q. Donc q est stable par multiplication avec des éléments de A.
On a obtenu que q est un idéal de A. Montrons que c’est un idéal premier. Prenons z,z’ € A
tels que zz’ € q. Par le point précédent, cela implique que (z,0)(z’,0) = (z2’,0) € p. Puisque
p est premier, on en déduit que (z,0) ou (2/,0) appartient a p, et donc que x ou 2’ appartient
a . Ainsi q est premier.
Dans le cas ou (1,0) € p, un argument similaire montre que p = A X ¢’, ot ¢’ C B est un idéal
premier.

1 Exercice supplémentaire

Cet exercice était 'exercice bonus de I'année 2021 ('exercice ne sera pas dans l'examen).

Exercice 6.
Pour simplifier les notations, nous écrivons 9 := a%.

1. On prétend que

j—1
0(27) =m0, mg] (@717 +my0(1) Vi>0.
i=0
Prouvons cette égalité par récurrence sur j. Pour j = 0 elle est trivialement vraie. Si j > 0,
on a
0(z) = Omy(zi7h)
= [0, m)(@ ) + maB(a? )
j—2
= [0, m](a) 4+ my Z myi [0, mg] (277277 + memyi—10(1)
i=0
j—2
= [0ma](@ ) 4D mgin [0,ma) () +my6(1)
i=0
. j—1
r=t 0, mg) (771 + mer [0, mg] (27~ 177) + my,;0(1)
r=1
j—1

= mer[Q,mx](:Uj_l_r) +my0(1).
r=0



La méme formule s’obtient avec 6’ a la place de 6. Puisque [0, m,] = [/, m.], on obtient que
0(z7) — my0(1) = 0 (z7) — m,,;0'(1)

et donc que (6 —6')(27) = 27(0(1) —6'(1)). Ecrivons A := (1) — (1) € K[z]. Par K-linéarité,
on a

(0 —0)(p(x)) = Ap(z) Vp(z) € Klz]
ce qui prouve que 6 = 0 + m,.
. Si § est tel que dans la donnée, alors par I'Exercice 6 on a [0%, m,] = [0, m;] et donc § = d+mi,
par le point précédent.

. Nous allons prouver que

Den(K[2]) = {Z My, @)0" | pr(z) € K[ﬂf]} :
r=0

ou la somme est comprise comme 1’élément nul si elle est vide. Procédons par double-inclusion,
et commengons avec I'inclusion 2. Si p(z) € K|z] et 0 € D<,(K[x]), on prétend que my ;)0 €
D<,,(K|z]). Puisque

()0, ()] = Mip(a) - [0, Mg ()]

on voit que par réccurence il suffit de prouver le cas n = 0, et dans ce cas le crochet est nul.
Par 1’Exercice 6.3 on en déduit que my,)0" € D<y,(K|[z]) pour i < n. La premiére inclusion
s’ensuit.

Prouvons l'inclusion inverse. Nous procédons par récurrence sur n. Cette inclusion est vraie
par définition pour n < 0. Supposons n > 0 et prenons 6 € D<,(K]|x]). Alors [0, m,] €
D<,,—1(K|z]), donc par récurrence on peut écrire

n—1
[0, mz] = Z My, (2)0"  pour certains p,(r) € K[z].
r=0

Nous allons construire un opérateur différentiel de la forme souhaitée, dont le crochet de Lie
avec my, est égal & [0, m,]. Pour cela, il nous faut comprendre comment [-,m,| agit sur les
opérateurs de la forme voulue. Le calcul suivant, qui utilise I’Exercice 6.1, répond & cette
question :

[Z mqraT,mx] = Z[mqrar,mx]

= E Mg, 0" My — Mypmy, 0"
T

= Z Mg, (r0" !+ m,0") — mymyg, 0"

T
_ r—1
= E My, 0

T

Posons
n—1 My, (2)
9/ — Pr(x 8T+1
Z r+1 ’
r=0
le calcul précédent montre que [0, m,] = [0/, m,] et donc § = 6" + m) pour un certain A € K

par le premier point. Cela prouve que 6 est de la forme recherchée.



4. Commengons par remarquer que si I C D(K[z]) est un idéal bilatére, si f € I et g € D(K|[z]),
alors [f, g] et [g, f] appartiennent & I.
Donc si 0 # Y ymp, 0" € I avec p, # 0, le calcul du point précédent implique qu’en
appliquant n fois de suite [-,mz] & > " ymp 0", on trouve my,, € I. Il suffit donc de
montrer qu’un idéal bilatére qui contient un élément de la forme m est en fait égal a
D(K[z]).
Ecrivons p(x) = Y7 _,ara”, avec as # 0. Par I'Exercice 8.3 de la série 3, en appliquant s fois
[0,] a My (z) on obtient my,, € I. Puisque 0 # slas € K, on voit que I contient un élément
inversible, donc que I = D(K|[x]).

p(z)>

L’hypothése sur la caractéristique de K est utilisée dans les deux derniers points, pour pouvoir
diviser par r + 1 et dire que slas # 0, donc que myg,, est inversible.

Exercice 7.
Pour simplifier la notation, nous écrirons 9 := %.

1. Procédons par récurrence sur i. Le cas i = 1 a été prouvé dans I’Exercice 8.2 de la série 3. Si
1> 1,0na

(0%, m,] = + (=m0 1Ho

= ([82 1 , My S lmx)a

+ (i — 1)0"20 + 0" (—m,0)

+ (i — 1)t + 07 1([0, my] — Omy)

= 1821

ou l'on a utilisé I’hypothése de récurrence pour i — 1 et ¢ = 1.

2. Ecrivons B; j := [0, m,;]. On a, en utilisant le point précédent :

Bij = 0'my +myi1(—mg0")

D'y + myi-1([0%, mg) — O'my,)
8im$j 4+ tmy—1 ot — mxja@imx
im0+ (0'myi—1 — myi—10")my

immjflaz_l + Bi,jflmx

et cela établit immédiatement la formule indiquée dans la donnée.

3. On raisonne une fois de plus par récurrence sur i. On a montré que 0 € D<;(K[z]) dans
I’Exercice 8 de la série 3. Supposons i > 1. Par linéarité du crochet de Lie dans sa seconde
variable, pour montrer que d° est de degré au plus i il suffit de montrer que [0%, m,;] est de
degré au plus ¢ — 1 pour chaque j > 0. La formule démontrée au point précédent donne

(0%, myi] = ZE mxraz_lmﬂflq.

Par linéarité du crochet de Lie dans sa premiére variable, il suffit ainsi de montrer que chaque
Mer0tmyi—1-r est de degré au plus i — 1. Remarquez que

(M O Y mi1r, migs] = mgr [077 1, mgsmyi—1—r Vs
et par hypothése de récurrence, [0°~!, mys] est de degré au plus i — 2 pour tout s. Ceci

implique que mg,r[0° "1, mys]m,i-1-r est de degré au plus i — 2, ce qui entraine finalement que
Mer0 1 mi—1-r est de degré au plus i — 1, comme souhaité.



