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Algeébre linéaire avancée I
printemps 2022

Série 4 — Corrigé

L’exercice marqué d'un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’apres et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (+) Soient V' = R, [t] ’espace vectoriel des polyndmes de degré au plus n
sur R, a € R, B ={1,¢,¢3,...,t"} une base et v = (1,a,a?,...,a™)T € R*"*. Montrer
que pour p € V, on a v"[p|p = p(a), ou p(z) € R est ’évaluation de p en z € R.

Solution. Nous écrivons p = >0, pit', alors ([p|g)s = p; 1 pouri=1,...,n+1. On

calcule
n+1 n

vTplp =Y a'pi =) pia’ = p(a).
=1 1=0

Exercice 2. Soient K un corps et n un entier positif. Montrer que la matrice A € K™*",
donnée par

o ... ... ... 0 — O
1 . —
A— 0 1 ’ (1)
. T c —0pn_2
0 ... ... 0 1 —a,,

a le polyndéme caractéristique pa(¢) = (—1)"(t" + o 1™ > + -+ + a1t + ag).

Solution. On montre cette identité par récurrence. Pour m = 2, on obtient le
résultat voulu :

—t — 0O

)zt(t+a1)+a0:t2+a1t+ao.
1



On suppose le résultat vrar au rang n — 1, et on le montre au rang n. Awvec

det(A —tI,) = (—1)"det(tl, — A), on a

t 0 0 Qg
—1 ¢ : o
(~1)"pa(t) = det(tl, — A) =det| °
: 0
: . . t Qs
o ... ... 0 -1 t4+oa,

On développe le déterminant par rapport a la premaére ligne (formule de Laplace)

et on obtient

. -1 ¢
—1 t : (65
0 -1
O _1 n+1 .
... =tdet + (—=1)""agdet

: 0

: . . t Ap_o O

0 0 -1 t—l—an,l

— t(tnfl _|_ an,]_tn72 + . + agt _|_ 011) + (_1)n+1a0(_1)n71
=t + o 1" 4 ot + o,

~+~ O

ou pour le premier terme on a utilisé [’hypothése de récurrence et pour le second

terme le fait que la matrice est triangulaire supérieure de diagonale —1.

Exercice 3. Soit A € K™*™ une matrice triangulaire inférieure, c-a-d

a1 0 ce 0
A— a1 G2 O :
: 0
An1 Qpo ... Qnn
1. Montrer que ’ensemble des valeurs propres de A est {ai1,...,ann}-

2. Est-ce que A est diagonalisable ?

3. Est-ce que les deux matrices suivantes sont semblables ?

1 3 -2 3 0 0
A=1[0 2 -1 B=|-1 1 0
00 3 -1 -1 2



Solution.

1. On sait que pour une matrice triangulaire inférieure, son déterminant est
donné par le produit des éléments de sa diagonale. Alors,

n

pA()\) = det(A — )\I) = H(aii — )\)

=1
Ainst, les racines de pa(A) sont les valeurs a;;.

1

1 1) Mazis 31 les valeurs a;;

2. En général, non. Par exemple, regarder A =

sont distinctes, alors A est diagonalisable.

3. Les matrices A et B ont les valeurs propres {1,2,3}, et Mgeom(?) = Mag(2) =1
pour 1 = 1,2,3. Alors, il y a deuz matrices t.q. P"'AP = diag(1,2,3) et
Q'BQ = diag(1,2,3). Donc, A= PQ'BQP!, avec (PQ 1) =QP'. On

13 5 00 2
P=|01 2 et Q=110 -1
00 —2 11 -1

Exercice 4. Soit V un espace vectoriel sur un corps K de dimension finie, et f: V — V
un endomorphisme. Soit p : V — V un automorphisme, c-a-d un endomorphisme
inversible. Montrer que A € K est une valeur propre de f si et seulement si A est une
valeur propre de I'’endomorphisme p ' o f op.

Solution.

e Soit A une valeur propre de f. On montre que c’est une valeur propre de
plofop. En effet, soit v # 0 un vecteur propre de f de valeur propre .
On considére w = p (v). Alors w # 0 par injectivité de p ' et

profop(w)=p~' o f(v) =p (M) = Ap~'(v) = Aw
ol on a utilisé la linéarité de p~' pour sortir .

e Soit A une valeur propre de p~lo fop. On montre que c’est une valeur propre
de f. En effet, soit w # 0 un vecteur propre de p ' o f op de valeur propre
A. On considére v = p(w). Alors v # 0 par injectivité de p et

f(w)= fop(w)=pop~to fop(w)=pAw) = Ap(w) = Av

ot on a utilisé la linéarité de p pour sortir A.



Exercice 5.

1. Vérifier le Théoréeme de Cayley—Hamilton sur la matrice

1 10
A=|-1 0 1| R3S,
-2 10

2. Soient K un corps, et A € K2*2, Soit ps(t) = t* + a1t + ag avec ay # 0. Calculer
I'inverse de A a l'aide du Théoreme de Cayley—Hamilton.

3. Considérer le Théoreme de Cayley—Hamilton. On pourrait penser qu’il est possi-
ble d’utiliser 'argument ps(A) = det(A - I, — A) = 0 pour montrer le théoréme.
Montrer que ce raisonnement est faux.

Solution.

1. On calcule le polynéme caractéristique de A, on trouve
pa(t) = det(tls — A) = t* — 2 + 3.

St on évalue py en A on trouve

1 10 1 10 100
pa(A)=A>— A*+3;=|-1 0 1| —|-1 0 1| +3(0 1 0
-2 10 -2 10 001
-3 1 1 0 1 1 300
=|-3 -3 0|-|-3 0 O|+|0 30
-3 -2 -2 -3 -2 1 00 3
000
=100 0],
000

et donc le théoréme est vérifié.

2. Pour M € K™ on a la formule det(M) = (—1)"pn(0); pour A on obtient
det(A) = pa(0) = ag # 0, donc A est bien inversible. Par le théoréme de
Cayley—Hamilton on a A%+ a, A+ agl, = 0,. En appliguant A~' & gauche on
a A+ ail, +agAt =0y, ce qui donne At = —(A+a1,)/ay.

3. Soit R un anneau commutatif. Pour A € R™™ et n > 1, on ne peut pas
simplement remplacer t par A car det(A —tI,) € R tandis que pa(A) € R™™".

Exercice 6. Déterminer pour quelles valeurs du couple (a, b) la matrice

0 a b
X=1]a 0 b| eR¥™®, abeR,ab#0,
a b 0

est diagonalisable.



Solution.

On a
A a b\ Ga:(-1) —A—a a+ A 0
det(X — ML) =det| a —A b | Vdet| a A b
a b —A 0  b+A —A—b
11 0
=(A+a)A+b)det| a -1 b
0 1 -1

=—A+a)A+b)(A—a-0).
On a trois valeurs propres —a, —b, et a + b, pas forcément distinctes. On
considére alors plusieurs cas:
1. Supposons que —a = —b = a+b. On trouve a = b = 0 et cect contredit
l’hypotheése a,b non nuls.

2. Supposons que —a = —b#a+b. On a donc a =b et deuz valeurs propres —a
et 2a avec multiplicités ma,(2a) = 1 = Mgeom(2a) et ma,(—a) = 2. Puisque

a a a AC:'Ils(j) 111
X—(-a)z=|a a a 210 0 0 ,
a a a 0 0O

alors Mgeom(—a) = 2 = ma(—a) et A est diagonalisable.

3. Supposons que —a = a+b# —b. On a donc b = —2a et deux valeurs propres
—a et 2a avec multiplicités mag(—a) = 2 et mye(2a) = 1 = Mgeom(2a). Puisque
Ml(a._l)
a a —2a %2(0:1) 1 1 -2
X—(-a)z=|a a -22|™%7[1 1 -2
a —2a a 1 -2 1
Gio(-1) /1 1 =2 1 1 =2
“tY1o 0 o|Zlo -3 3],
0 -3 3 0O 0 O

alors Mgeom(—a) = 1 # ma,(—a) et A n’est pas diagonalisable.

4. Supposons que —b=a+b# —a. On a donc b= —a/2 et deuz valeurs propres
—a et a/2 avec multiplicités mag(a/2) = 2 et mag(—a) = 1 = Mgeom(—a).
Puisque

Ml(a:i)
—-a/2 a —a/2 %2871; -1/2 1 -=1/2
X—(a/2)z=| a —a/2 —a/2| "~ 1 =1/2 —-1/2
a —a/2 —a/2 1 -1/2 -1/2
Gas(-1) /[—1/2 1 —1/2
e | o 3/2 —3/2],
0 0 0

alors Mgeom(a/2) = 1 # mag(a/2) et X n’est pas diagonalisable.
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5. Supposons que les trois valeurs propres —a, —b, a + b sont distinctes, alors
la matrice X est diagonalisable.

Exercice 7. (*) Soient K un corps, et A;,..., A, € K les valeurs propres d’une matrice
A€ K™" et my,...,m, leurs multiplicités algébriques. Soit m; + --- + m, = n.

Définition: La trace de A est définie par Tr(4) := Y7, a;.
Démontrer les assertions suivantes:

1) det(A) = [Tim, A

1) Sipa(A) = oA\ + ap 1 A" 1+ + a1 A + o, montrer que o, _; = (—1)" ! Tr(A).
121) Tr(A) =27, myA,

Solution. —



