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Série 4 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soient V = Rn[t] l'espace vectoriel des polynômes de degr�e au plus n
sur R, a 2 R, B = f1; t; t2; : : : ; tng une base et v = (1; a; a2; : : : ; an)ᵀ 2 Rn+1. Montrer
que pour p 2 V , on a vᵀ[p]B = p(a), o�u p(x) 2 R est l'�evaluation de p en x 2 R.

Solution. Nous �ecrivons p =
P
n

i=0 pit
i, alors ([p]B)i = pi�1 pour i = 1; : : : ; n+ 1. On

calcule

vᵀ[p]B =
n+1X
i=1

ai�1pi�1 =
nX
i=0

pia
i = p(a):

Exercice 2. Soient K un corps et n un entier positif. Montrer que la matrice A 2 Kn�n,
donn�ee par

A =

0
BBBBBBBBBBBB@

0 : : : : : : : : : 0 ��0

1
. . .

... ��1

0 1
. . .

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 ��n�2

0 : : : : : : 0 1 ��n�1

1
CCCCCCCCCCCCA
; (1)

a le polynôme caract�eristique pA(t) = (�1)n(tn + �n�1t
n�1 + � � �+ �1t+ �0).

Solution. On montre cette identit�e par r�ecurrence. Pour n = 2, on obtient le
r�esultat voulu :

pA(t) = det(A� tI2) =

 
�t ��0

1 �t� �1

!
= t(t+ �1) + �0 = t2 + �1t+ �0:
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On suppose le r�esultat vrai au rang n � 1, et on le montre au rang n. Avec
det(A� tIn) = (�1)n det(tIn � A), on a

(�1)npA(t) = det(tIn � A) = det

0
BBBBBBBBBBBB@

t 0 : : : : : : 0 �0

�1 t
. . .

... �1

0 �1
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . . . . 0

...
...

. . . . . . t �n�2
0 : : : : : : 0 �1 t+ �n�1

1
CCCCCCCCCCCCA
:

On d�eveloppe le d�eterminant par rapport �a la premi�ere ligne (formule de Laplace)
et on obtient

: : : = tdet

0
BBBBBBBBBBBB@

t 0 : : : : : : 0 �1

�1 t
. . .

... �2

0 �1
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . . . . 0

...
...

. . . . . . t �n�2
0 : : : : : : 0 �1 t+ �n�1

1
CCCCCCCCCCCCA
+ (�1)n+1�0 det

0
BBBBBBBB@

�1 t 0 : : : 0

0 �1
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . t
0 : : : : : : 0 �1

1
CCCCCCCCA

= t(tn�1 + �n�1t
n�2 + � � �+ �2t+ �1) + (�1)n+1�0(�1)

n�1

= tn + �n�1t
n�1 + � � �+ �1t+ �0;

o�u pour le premier terme on a utilis�e l'hypoth�ese de r�ecurrence et pour le second
terme le fait que la matrice est triangulaire sup�erieure de diagonale �1.

Exercice 3. Soit A 2 Kn�n une matrice triangulaire inf�erieure, c-�a-d

A =

0
BBBBB@

a11 0 : : : 0

a21 a22 0
...

...
. . . 0

an1 an2 : : : ann

1
CCCCCA :

1. Montrer que l'ensemble des valeurs propres de A est fa11; : : : ; anng.

2. Est-ce que A est diagonalisable ?

3. Est-ce que les deux matrices suivantes sont semblables ?

A =

0
B@
1 3 �2
0 2 �1
0 0 3

1
CA B =

0
B@

3 0 0
�1 1 0
�1 �1 2

1
CA
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Solution.

1. On sait que pour une matrice triangulaire inf�erieure, son d�eterminant est
donn�e par le produit des �el�ements de sa diagonale. Alors,

pA(�) = det(A� �I) =
nY
i=1

(aii � �)

Ainsi, les racines de pA(�) sont les valeurs aii.

2. En g�en�eral, non. Par exemple, regarder A =

 
1 0
1 1

!
. Mais si les valeurs aii

sont distinctes, alors A est diagonalisable.

3. Les matrices A et B ont les valeurs propres f1; 2; 3g, et mgeom(i) = malg(i) = 1
pour i = 1; 2; 3. Alors, il y a deux matrices t.q. P�1AP = diag(1; 2; 3) et
Q�1BQ = diag(1; 2; 3). Donc, A = PQ�1BQP�1, avec (PQ�1)�1 = QP�1. On
a

P =

0
B@
1 3 5
0 1 2
0 0 �2

1
CA et Q =

0
B@
0 0 2
1 0 �1
1 1 �1

1
CA :

Exercice 4. Soit V un espace vectoriel sur un corps K de dimension �nie, et f : V 7! V
un endomorphisme. Soit p : V 7! V un automorphisme, c-a-d un endomorphisme
inversible. Montrer que � 2 K est une valeur propre de f si et seulement si � est une
valeur propre de l'endomorphisme p�1 � f � p.

Solution.

� Soit � une valeur propre de f . On montre que c'est une valeur propre de
p�1 � f � p. En e�et, soit v 6= 0 un vecteur propre de f de valeur propre �.
On consid�ere w = p�1(v). Alors w 6= 0 par injectivit�e de p�1 et

p�1 � f � p(w) = p�1 � f(v) = p�1(�v) = �p�1(v) = �w

o�u on a utilis�e la lin�earit�e de p�1 pour sortir �.

� Soit � une valeur propre de p�1�f �p. On montre que c'est une valeur propre
de f . En e�et, soit w 6= 0 un vecteur propre de p�1 � f � p de valeur propre
�. On consid�ere v = p(w). Alors v 6= 0 par injectivit�e de p et

f(v) = f � p(w) = p � p�1 � f � p(w) = p(�w) = �p(w) = �v

o�u on a utilis�e la lin�earit�e de p pour sortir �.
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Exercice 5.

1. V�eri�er le Th�eor�eme de Cayley{Hamilton sur la matrice

A =

0
B@

1 1 0
�1 0 1
�2 1 0

1
CA 2 R3�3:

2. Soient K un corps, et A 2 K2�2. Soit pA(t) = t2 + a1t+ a0 avec a0 6= 0. Calculer
l'inverse de A �a l'aide du Th�eor�eme de Cayley{Hamilton.

3. Consid�erer le Th�eor�eme de Cayley{Hamilton. On pourrait penser qu'il est possi-
ble d'utiliser l'argument pA(A) = det(A � In � A) = 0 pour montrer le th�eor�eme.
Montrer que ce raisonnement est faux.

Solution.

1. On calcule le polynôme caract�eristique de A, on trouve

pA(t) = det(tI3 � A) = t3 � t2 + 3:

Si on �evalue pA en A on trouve

pA(A) = A3 � A2 + 3I3 =

0
B@

1 1 0
�1 0 1
�2 1 0

1
CA
3

�

0
B@

1 1 0
�1 0 1
�2 1 0

1
CA
2

+ 3

0
B@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
CA

=

0
B@
�3 1 1
�3 �3 0
�3 �2 �2

1
CA�

0
B@

0 1 1
�3 0 0
�3 �2 1

1
CA+

0
B@
3 0 0
0 3 0
0 0 3

1
CA

=

0
B@
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1
CA ;

et donc le th�eor�eme est v�eri��e.

2. Pour M 2 Kn�n on a la formule det(M) = (�1)npM(0); pour A on obtient
det(A) = pA(0) = a0 6= 0, donc A est bien inversible. Par le th�eor�eme de
Cayley{Hamilton on a A2 + a1A+ a0I2 = 02. En appliquant A�1 �a gauche on
a A+ a1I2 + a0A

�1 = 02, ce qui donne A�1 = �(A+ a1I2)=a0.

3. Soit R un anneau commutatif. Pour A 2 Rn�n et n > 1, on ne peut pas
simplement remplacer t par A car det(A� tIn) 2 R tandis que pA(A) 2 Rn�n.

Exercice 6. D�eterminer pour quelles valeurs du couple (a; b) la matrice

X =

0
B@
0 a b
a 0 b
a b 0

1
CA 2 R3�3; a; b 2 R; ab 6= 0;

est diagonalisable.
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Solution.

On a

det(X � �I3) = det

0
B@
�� a b
a �� b
a b ��

1
CA

G21(�1)
G23(�1)
= det

0
B@
��� a a+ � 0

a �� b
0 b+ � ��� b

1
CA

= (�+ a)(�+ b) det

0
B@
�1 1 0
a �� b
0 1 �1

1
CA

= �(�+ a)(�+ b)(�� a� b):

On a trois valeurs propres �a, �b, et a + b, pas forc�ement distinctes. On
consid�ere alors plusieurs cas:

1. Supposons que �a = �b = a + b. On trouve a = b = 0 et ceci contredit
l'hypoth�ese a; b non nuls.

2. Supposons que �a = �b 6= a+ b. On a donc a = b et deux valeurs propres �a
et 2a avec multiplicit�es malg(2a) = 1 = mgeom(2a) et malg(�a) = 2. Puisque

X � (�a)I3 =

0
B@
a a a
a a a
a a a

1
CA

G12(�1)
G13(�1)
M1(a�1)
 

0
B@
1 1 1
0 0 0
0 0 0

1
CA ;

alors mgeom(�a) = 2 = malg(�a) et A est diagonalisable.

3. Supposons que �a = a+ b 6= �b. On a donc b = �2a et deux valeurs propres
�a et 2a avec multiplicit�es malg(�a) = 2 et malg(2a) = 1 = mgeom(2a). Puisque

X � (�a)I3 =

0
B@
a a �2a
a a �2a
a �2a a

1
CA

M1(a�1)
M2(a�1)
M3(a�1)
 

0
B@
1 1 �2
1 1 �2
1 �2 1

1
CA

G12(�1)
G13(�1)
 

0
B@
1 1 �2
0 0 0
0 �3 3

1
CA P23 

0
B@
1 1 �2
0 �3 3
0 0 0

1
CA ;

alors mgeom(�a) = 1 6= malg(�a) et A n'est pas diagonalisable.

4. Supposons que �b = a+ b 6= �a. On a donc b = �a=2 et deux valeurs propres
�a et a=2 avec multiplicit�es malg(a=2) = 2 et malg(�a) = 1 = mgeom(�a).
Puisque

X � (a=2)I3 =

0
B@
�a=2 a �a=2
a �a=2 �a=2
a �a=2 �a=2

1
CA

M1(a�1)
M2(a�1)
M3(a�1)
 

0
B@
�1=2 1 �1=2
1 �1=2 �1=2
1 �1=2 �1=2

1
CA

G23(�1)
G12(2)
 

0
B@
�1=2 1 �1=2
0 3=2 �3=2
0 0 0

1
CA ;

alors mgeom(a=2) = 1 6= malg(a=2) et X n'est pas diagonalisable.
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5. Supposons que les trois valeurs propres �a, �b, a + b sont distinctes, alors
la matrice X est diagonalisable.

Exercice 7. (*) Soient K un corps, et �1; : : : ; �r 2 K les valeurs propres d'une matrice
A 2 Kn�n et m1; : : : ;mr leurs multiplicit�es alg�ebriques. Soit m1 + � � �+mr = n.

Définition: La trace de A est d�e�nie par Tr(A) :=
P
n

i=1 aii.

D�emontrer les assertions suivantes:

i) det(A) =
Q
r

i=1 �
mi

i

ii) Si pA(�) = �n�
n+�n�1�

n�1+ � � �+�1�+�0, montrer que �n�1 = (�1)n�1Tr(A).

iii) Tr(A) =
P
r

i=1mi�i

Solution. {
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